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RESUMEN
CARACTERIZACIO´N DE LA CALIDAD DE RUTEO EN MADERA USANDO
MEDICIO´N DEL SONIDO
MARCOS GONZALEZ PIMENTEL
En este trabajo se exponen los resultados obtenidos de la investigacio´n: Caracterizacio´n
de la calidad de ruteo en madera usando mediciones de sonido. En la cual se busco´ un pro-
cedimiento, que permita establecer una relacio´n entre el sonido emitido en el proceso de ruteo
y la calidad en la superficie ruteada. Esto permitira´ en un proceso de ruteo automatizado,
controlar el avance de la ruteadora sobre la superficie de trabajo, de tal forma que si el sonido
indica una regular o mala calidad en el proceso, automa´ticamente se disminuye la velocidad
de avance y se pueda encontrar una velocidad adecuada.
Las muestras de sen˜ales acu´sticas se toman en el proceso de ruteo en tres tipos de madera,
Sapa´n, Cedro y Amarillo. Luego de tener los registros en forma digital, e´stos son analizados
mediante la Teor´ıa de Fourier y posteriormente usando Teor´ıa de Wavelets.
La transformacio´n de Fourier por ventanas permite ver como evoluciona el espectro a
medida que pasa el tiempo, lo cual equivale a una variacio´n del espectro a medida que la
ruteadora se desplaza sobre la pieza de madera y crea varias calidades de ruteo.
Luego de procesar estos registros basados en la teor´ıa de Fourier, se hace un ana´lisis
con Wavelet. Las Wavelets que se tomaron para hacer el ana´lisis son: Daubechies orden 2,
Daubechies orden 4, Daubechies orden 8, Daubechies orden 16, Meyer Discreta, Meyer, Haar,
Mexican Hat, Morlet, Symlets orden 4, Gauss orden 1, Gauss orden 2, Gauss orden 4, Gauss
orden 8.
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Cap´ıtulo 1
INTRODUCCIO´N
1.1. ¿QUE ES LA RUTEADORA?
La ruteadora es una de las ma´quinas ma´s indispensables en la manufactura de muebles
ya que posee la capacidad de trabajo no solo en el ruteado, sino que puede realizar funciones
de taladro y fresado, convirtie´ndola en el centro de trabajo por excelencia para la industria
moderna [1]
1.1.1. Ruteadora manual
La ruteadora es una ma´quina que tradicionalmente se opera de forma manual, con ella se
logra hacer huecos, fresado y rutas sobre aglomerados, MDF 1, o maderas so´lidas, similar a
la fresa en metal. A diferencia de la fresadora para metal, e´sta posee velocidades del orden
de 25,000 rpm2, adicional a esto, en el ruteo sobre madera no se usan lubricantes debido a
que la madera es un material que se puede manchar con el uso de lubricantes o cualquier otra
sustancia, e´stas manchas no son permitidas en la industria de la madera ni la ebanister´ıa, lo
cual implica que la pieza que se esta´ trabajando no posee ningu´n tipo de lubricacio´n.
En la figura 1.1, vemos la ruteadora que se trabaja en e´sta investigacio´n. Es una ruteadora
manual, DW610, marca Dewalt, con las siguientes caracter´ısticas[5]:
Corriente 9.0 A. 3
Potencia 1.5 HP 4
Velocidad sin carga 25,000 rpm
Dia´metro 1/4, 1/2 ”
Peso de la herramienta 7.3 lbs
1MDF Medium Density Fiberboard
2rpm. Revoluciones por minuto
3A. Amperios
4 HP. Horsepower
3
Figura 1.1: Ruteadora manual Dewalt DW610
1.1.2. Ruteadora fija
Existe otro tipo de ruteadoras que se colocan fijas a una mesa y mediante gu´ıas se desplaza
la madera sobre ellas logrando trabajos ma´s homoge´neos y de mayor precisio´n. Este tipo de
maquinas se puede lograr con la ruteadora porta´til, fija´ndola a la mesa y dentro del conjunto
de herramientas adicionales que posee cada fabricante se dispone de las gu´ıas y las fresas
adecuadas para los diferentes trabajos. Al conjunto de herramientas, ruteadora y mesa se le
denomina ”trompo”.[8]
1.1.3. Ruteadora CNC
Un tipo ma´s desarrollado de ruteadora es la que trabaja sobre una mesa, tipo panto´grafo,
como se muestra en la figura 1.2, tiene movimiento x, y z, por medio de un control CNC5
que permite obtener piezas con bastante precisio´n en un proceso automa´tico, en serie, que
mantiene homogeneidad en las piezas trabajadas y a la vez se obtienen volu´menes mayores de
produccio´n en la industria del mueble o apliques decorativos en madera.
Con este tipo de ruteadoras CNC se pueden obtener piezas con grabados especiales como
los que se muestran en la figura 1.3, figura 1.4 y figura 1.5.
La figura 1.3 muestra grabados en madera de piezas tipo moldura, usadas como guarda
escoba o como cornisa.
Otro tipo de piezas grabadas, denominadas apliques, se muestran en la figura 1.4 y figura
1.5, son usadas en la decoracio´n de interiores, en la construccio´n de ventanas, puertas y para
la decoracio´n de muros.
5Computer Numerical Control
4
Figura 1.2: Ruteadora CNC. [2]
Figura 1.3: Molduras en madera so´lida. [3]
Un tipo muy importante de trabajos que se hace con las ruteadoras CNC son partes para
muebles, ensambladas en serie. Aunque en Colombia la industria del mueble con maderas
so´lidas, es muy artesanal, el tener una ma´quina Ruteadora CNC permitir´ıa producciones de
mayor volumen y de mayor calidad, con un alto grado de homogeneidad que permita a la
industria ser ma´s competitiva.
5
Figura 1.4: Aplique de muro. [4]
Figura 1.5: Aplique para puerta. [4]
1.2. INDUSTRIA DEL MUEBLE Y LA MADERA.
Al analizar algunas cifras del DANE 6, se puede ver que la industria del mueble y la
madera no tiene un desarrollo uniforme, como se ve en la figura 1.6 donde se grafican algunos
datos que muestran la competitividad de la industria del mueble y la madera, tomados entre
enero de 2001 a marzo de 2005. Aunque las exportaciones son crecientes es muy inestable y
no supera el 0.3 del total de las exportaciones nacionales. El indicador de las importaciones
se mantiene creciente y ma´s estable. La variacio´n de las exportaciones refleja una industria
inestable, donde las exportaciones no esta´n marcadas por una produccio´n continua, ni mucho
menos homoge´nea, e´sta es una industria artesanal.
Es necesario, sin perder la parte del disen˜o art´ıstico que caracteriza nuestros muebles,
entrar en una fase de normalizacio´n de los procesos de produccio´n mediante la automatizacio´n
en el corte, tallado y acabados para lograr homogeneidad en los muebles y las piezas que lo
6Departamento Administrativo Nacional de Estad´ısticas
6
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Figura 1.6: Indicadores de competitividad.
conforman, entrar a ser competitivos comercialmente y conquistar nuevos mercados en el
exterior, donde los muebles en maderas so´lidas tienen un muy buen precio.
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Cap´ıtulo 2
IDENTIFICACIO´N DEL
PROBLEMA
En las ma´quinas ruteadoras de control CNC, la velocidad de avance es programada, y puede
ser u´nica durante todo el recorrido, en algunas ma´quinas, puede ser modificada durante el
recorrido. E´stas ma´quinas en la mayor´ıa de casos, trabajan con tableros de aglomerados o en
ocasiones maderas finas y blandas como cedros o en tableros.
En las ma´quinas ruteadoras CNC, plano inclinado1,la trayectoria y la velocidad en x, y,
z es programada por el usuario. En Velocidad ra´pida, alcanza: Vx = 25 m/min, Vy = 20
m/min, Vz = 10 m/min, (Vx = 416.66 mm/s, Vy = 333.33 mm/s, Vz = 166.66 mm/s).
Las pruebas que se hicieron en madera Sapa´n tienen velocidad de Vx = 60 mm/s, que es
la velocidad programada en el montaje de prueba. Esto significa que en la ruteadora CNC,
plano inclinado, en velocidad ra´pida, se dan˜ar´ıa la madera Sapa´n o la herramienta.
Sea la velocidad V, la velocidad de avance donde:
|V | =
√
V 2x + V 2y + V 2z (2.1)
Se consideraran dos velocidades estrate´gicas, La velocidad Vmin , la cual es el limite inferior
de V y Vmax es el limite superior de V, Limites en los cuales la calidad del proceso de ruteo
es buena y los resultados de produccio´n son satisfactorios.
S´ı la velocidad esta´ por debajo de Vmin, la madera se quema, o la produccio´n de la
ma´quina es inferior a lo que se espera. Si esta´ por encima de Vmax, se produce una mala
calidad en la superficie ruteada de la pieza de madera que se esta´ trabajando o se puede
dan˜ar la herramienta.
Supongamos un sistema en el cual podamos medir la calidad en el proceso de ruteo, en el
mismo instante en que se esta´ produciendo el proceso y se pueda lograr, mediante un sistema
en lazo cerrado, controlar la velocidad tangencial, usando como variable de control la calidad
ya medida, de tal forma que la velocidad se encuentre entre Vmin y Vmax. Esto aumentar´ıa
la calidad en el proceso garantizando superficies con buena calidad de ruteo y disminuir´ıa el
tiempo de ejecucio´n de cada proceso de ruteo.
Se debe tener en cuenta que encontrar la velocidad de avance apropiada que estar´ıa en
el rango entre la Vmin y Vmax involucra muchas variables no observables, tales como la
1ver articulo [1]
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geometr´ıa de la herramienta de corte, dureza, densidad, balanceo del husillo, desgaste de la
herramienta, direccio´n de las fibras de la madera y otros. Encontrar la velocidad apropiada
requiere de un proceso continuo de medicio´n de la calidad de ruteo.
Los siguientes son algunos aspectos que cambian sustancialmente los l´ımites de la velocidad
de avance de la herramienta Vmax y Vmin:
Un aspecto que cambia sustancialmente las condiciones de velocidad Vmin, Vmax, de
avance es el tipo de fresa o herramienta de corte que se usara´.
• Si la cantidad de material de corte es grande o el filo de la herramienta esta´ des-
gastado, Vmax debe disminuir, por el mayor esfuerzo que hace la herramienta y
las vibraciones que esto produce. Vmin aumenta ya que hay mayor friccio´n y se
puede calentar la herramienta o quemar la madera. El rango entre Vmin y Vmax
disminuye.
Las caracter´ısticas de la madera como; dureza, densidad, la uniformidad de las vetas y
en general la calidad de la madera. Los limites de las velocidades de avance, tanto Vmin
como Vmax, son relativos al tipo de madera.
• Si la madera es dura el limite de Vmax se corre a una velocidad menor, ya que el
desbaste de la pieza requiere de mayor esfuerzo y Vmin debe aumentar a una ve-
locidad mayor debido a que existe mayor friccio´n por la alta densidad de la madera
y puede ocasionar sobre-calentamiento. El rango entre Vmin y Vmax disminuye.
• Si la madera es blanda los l´ımites son menos exigentes, existe mayor desbastado en
la pieza de madera, con un bajo esfuerzo de la ma´quina y menor friccio´n.
• Si la madera es uniforme, de buena calidad, Vmin y Vmax no estar´ıan variando por
e´ste para´metro. El rango entre Vmin y Vmax se conserva. En caso que la direccio´n
de avance, cambie con respecto a las vetas, Vmin y Vmax estar´ıan cambiando.
La direccio´n del avance con respecto a la direccio´n de las fibras de la madera. Dada
la naturaleza de la madera, en una misma pieza puede existir variacio´n de densidad
y de dureza, incluso cambios de direccio´n en las fibras por esto es conveniente estar
ajustando, en el momento del maquinado, la velocidad de avance y a su vez los puntos
l´ımites mı´nimo y ma´ximo, Vmin, Vmax.
• Si el avance es tangente a la direccio´n de las fibras de la madera, la herramienta hace
un menor esfuerzo en el avance, Vmax puede aumentar y existe una menor friccio´n
lateral sobre la herramienta, esto hace que Vmin pueda disminuir, ampliando el
rango entre Vmin y Vmax.
• Si el avance es paralelo a la direccio´n de las fibras de la madera, la herramienta hace
un mayor esfuerzo en el avance y proceso de desbastado, cortara´ la mayor´ıa de fibras
de forma tangencial, Vmax tiene que disminuir y existe una mayor friccio´n lateral
sobre la herramienta, esto hace que Vmin tenga que aumentar, disminuyendo el
rango entre Vmin y Vmax.
Penetracio´n de la herramienta en la madera.
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• Al existir mayor profundidad de corte Vmax disminuye para lograr una cantidad de
material removido igual y compensar el esfuerzo de la herramienta. Tambie´n exis-
tira´ mayor friccio´n, lo cuan lleva a aumentar Vmin para evitar sobre-calentamiento
en la superficie de ruteo. La diferencia entre Vmin y Vmax es menor.
La calidad en la superficie ruteada se estima de acuerdo a la rugosidad que se obtiene,
e´stas rugosidades son ondulaciones cuya longitud de onda esta´n en el orden de mil´ımetros y
amplitudes en el orden de de´cimas de mil´ımetros. La calidad es un para´metro ma´s cualitativo
que cuantitativo, por ello solo se estimara en te´rminos de buena calidad, cuando la huelle
de la herramienta tiene forma muy similar a la herramienta de corte y es homoge´nea en la
direccio´n del avance, ver figura 2.2. Calidad regular cuando presenta algunas ondulaciones
adicionales a las que deben quedar grabadas por la herramienta, e´stas se podra´n borrar con
una lija suave, ver figura 2.3 y una mala calidad cuando las ondulaciones, adicionales a la huella
de la herramienta, son muy notorias, como en la figura 2.4, e´stas se pueden ver fa´cilmente
y se pueden palpar. Aunque parece muy subjetivo el criterio que se usara´ para medir la
calidad de la superficie ruteada, por experiencia, estos tipos de superficies resultan claramente
diferenciables. Estaremos usando e´sta medida aunque se tratara´ de obtener otra ma´s espec´ıfica.
En e´ste trabajo se estudiara´ la existencia de una relacio´n entre la calidad de ruteo sobre
la superficie de madera y el sonido que se emite en el proceso. Se pretende que el resultado
de este trabajo, sirva posteriormente para disen˜ar un sistema de control cuya entrada sea el
sonido y la salida sea una funcio´n de error que permita controlar la velocidad de avance en
la ruteadora, para ser implementado como sistema de control en la ma´quina ya descrita con
anterioridad.
El sonido es un para´metro fa´cil de obtener y se estima que puede caracterizar la calidad
del ruteo ya que en un proceso donde el carpintero maneja una ruteadora manual, e´l logra
encontrar la velocidad de desplazamiento adecuada para obtener una buena calidad en la
superficie ruteada a partir la percepcio´n de las ondas acu´sticas emitidas y las vibraciones de
la ruteadora.
2.1. VARIABLES QUE INCIDEN EN LA CALIDAD DE RU-
TEO.
La madera tiene dos caracter´ısticas fundamentales, es un solido higrosco´pico y anisotrop-
ico, lo que puede causar gran variedad de tipos de superficies en el momento del proceso de
ruteo. Esto tambie´n influye en la calidad de la superficie ruteada.
Otros aspectos que influyen en la calidad sobre la superficie de madera, en el proceso de
ruteo y esta´n estrechamente relacionados con la madera que se trabaja son:2
La especie de madera
El Me´todo de cosechar la madera.
Como y que tan bien el agua fue sacada de la madera (proceso de secado).
El control de la madera despue´s del secado.
2Para ampliar ma´s el tema vea en [7]: SURFACE TEXTURE IN WOOD
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La condicio´n de la veta de la madera y su orientacio´n con respecto a la direccio´n o
caminos que sigue la herramienta.
La geometr´ıa y la condicio´n de la herramienta de corte.
Las caracter´ısticas de la operacio´n de maquinado tales como la velocidad de desbastado
y la velocidad superficial de la herramienta.
La sujecio´n y la presio´n ejercidas sobre la pieza de trabajo, en el proceso de desbastado.
La exactitud y la vibracio´n de todos los elementos involucrados con las herramientas y
sus procesos.
La cantidad de material removido sobre la superficie, durante la operacio´n de maquinado.[7]
En este trabajo se considerara´ la calidad de ruteo como una medida del grado de anomal´ıas
que se presentan en el proceso de ruteo, sobre la superficie de madera que se esta´ trabajando.
E´stas anomal´ıas se vera´n reflejadas en una superficie ruteada, con rugosidades no deseadas.
Las rugosidades no deseadas se pueden presentar por cualquiera de los siguientes factores
meca´nicos:
El tipo de fresa o herramienta de corte que se usa. Si la herramienta de corte es de una
arista de corte grande, requerira´ de mayor esfuerzo por parte de la ma´quina, la her-
ramienta tendra´ que desplazarse ma´s lentamente para evitar sobrecargas y vibraciones
no deseadas en todo el sistema. Una herramienta de corte grande desbasta ma´s la su-
perficie, aumenta el esfuerzo para el corte y el torque requerido por el motor es mayor.
Sandvik Coromant (TM), fabricante de herramientas de corte utiliza una magnitud de-
nominada Energ´ıa espec´ıfica de destruccio´n D, para caracterizar los materiales de las
herramientas de corte[19]. donde:
D = S2/E (2.2)
D: Energ´ıa especifica de destruccio´n
Sb: Resistencia a flexio´n del material
E: Mo´dulo de elasticidad del material
Las caracter´ısticas de la madera como; dureza, densidad, la uniformidad de las vetas
y en general la calidad de la madera. Las maderas duras son ma´s exigentes ya que
requieren mayor esfuerzo por parte de la ma´quina y por otro lado existe mayor friccio´n
en el desbastado lo que puede ocasionar que la superficie que se este ruteando se queme.
La humedad o la alta densidad en la madera puede entrapar la herramienta obstruyendo
el filo de corte de la herramienta.
La direccio´n de avance con respecto a la direccio´n de las fibras de la madera. En las
maderas que no son uniformes en su dureza o que la direccio´n de las vetas cambia a lo
largo de la trayectoria de corte, se requiere estar cambiando la velocidad de avance con
que la herramienta se desplaza sobre la superficie y este cambio se hace ma´s exigente,
(aceleracio´n y desaceleracio´n mas altas) en la medida en que la herramienta penetra la
pieza de madera que se esta´ trabajando.
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Penetracio´n de la herramienta en la madera. A mayor penetracio´n de la herramienta de
corte, mayor es el esfuerzo de la ma´quina y mayor el torque requerido, esto ocasiona vi-
braciones, no deseadas en la ma´quina. La friccio´n tambie´n aumenta y se puede presentar
quemaduras por friccio´n sobre la superficie que se rutea.
El la figura 2.1, se puede ver una superficie ruteada en la cual hay una buena calidad de
ruteo al inicio (parte izquierda), una regular y al final (parte derecha), una mala calidad en
el ruteo 3.
Figura 2.1: Superficie ruteada, registro Rut-17.
En la figura 2.2 se puede ver una parte de la prueba en la cual la calidad de ruteo es
buena, dado que es una imagen superior no se nota claramente la huella de la herramienta,
dejada en el proceso. La figura 2.2 es parte del registro de la figura 2.1.
Figura 2.2: Tramo con buena calidad de ruteo, registro Rut-17.
3E´sta imagen se tomo´ escaneando directamente la pieza de madera
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En la figura 2.3 se ve un tramo del registro Rut-17, que corresponde tambie´n a parte de
la figura 2.1, en este tramo la superficie de ruteo es regular.
La ultima parte de la figura 2.1, ampliada, se puede ver en la figura 2.4 en e´ste la calidad
de la superficie ruteada es mala. En este proceso la ruteadora se desplazo de izquierda a
derecha, las rugosidades se notan como ondulaciones, las crestas forman vertices que se notan
el la figura.
Figura 2.3: Tramo con regular calidad de ruteo, registro Rut-17.
2.2. DESCRIPCIO´N DEL MONTAJE.
El trabajo de investigacio´n que se plantea en e´sta tesis, es parte del control de un sistema
de ruteadora tipo CNC. Este se ha venido desarrollando desde el an˜o 2003. El propo´sito
fundamental es desarrollar una ma´quina para la fabricacio´n de molduras grabadas como los
que se muestran en la figura 1.3, apliques decorativos como los de la figura 1.4 y figura 1.5 y
algunas piezas para la produccio´n de muebles.
En la investigacio´n se buscara´ resolver una parte del sistema de control de la ma´quina. Se
trata de crear un sistema que usando sen˜ales acu´sticas generadas en el proceso de ruteo, nos
de una funcio´n que describa la calidad del ruteo. E´sta funcio´n sera la funcio´n de error dentro
del sistema que controla la velocidad de avance de la herramienta en la ma´quina.
Aunque, la fabricacio´n o disen˜o de la ma´quina, no es parte del desarrollo de e´sta investi-
gacio´n, a continuacio´n se describira´ brevemente las partes que la conforman. E´sta ma´quina
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Figura 2.4: Tramo con mala calidad de ruteo, registro Rut-17.
tiene cuatro partes fundamentales que son; la meca´nica, el control electro´nico, la programacio´n
de los disen˜os y dibujos y la comunicacio´n.
2.2.1. La estructura Meca´nica de la ruteadora.
Es una estructura de tres grados de libertad, x, y, z, ortogonales entre si, para dar una
mayor sencillez y fa´cil programacio´n, como se muestra en la figura 2.5. E´sta estructura de la
ma´quina se realizo´ en perfiles de aluminio, debido a que es un material de fa´cil manejo. Se
implementaron dos gu´ıas, en el eje x, en acero de una pulgada (1′) que sostienen las partes que
se mueven en y y z. Otras dos gu´ıas, en el eje y en acero de media pulgada (1/2′) que sostiene
la ruteadora y la base que permite el movimiento en z. El a´rea u´til de trabajo describe un
recta´ngulo con dimensiones de x = 1200mm. y = 600mm. z = 50mm.
Tiene tres motores DC, que se encargan de suministrar el movimiento a cada uno e los
ejes. Los tres desplazamientos son de tipo telescopio. Los movimientos en x, y, usan como
transmisio´n tornillos de bolas recirculantes de tres cuartos de pulgada (3/4”) como se muestra
en la figura 2.6. El movimiento en z se hace con el motor acoplado a una caja reductora y e´sta
a una cremallera que permite a la ruteadora entrar y salir de su propia base como se muestra
en la figura 2.7.
15
xy
z
Figura 2.5: Ma´quina ruteadora, Ejes x, y, z,
2.2.2. Control electro´nico.
Es la parte de Hardware que se requiere para hacer control del movimiento, manejar los
actuadores y la comunicacio´n con el computador. En ella se implementara´ el control de de-
splazamiento de cada uno de los ejes x, y, z. En el control de la velocidad de desplazamiento
es indispensable conocer la velocidad ma´s apropiada para dar una buena calidad en la super-
ficie que se esta´ ruteando. E´sta velocidad esta´ dada en la ecuacio´n 2.2. Para e´ste caso no es
pertinente la direccio´n de la velocidad, solo la magnitud. Normalmente en las ma´quinas de
este tipo la velocidad es preestablecida al darle la rutina de trabajo, esto se hace al inicio del
proceso de ruteo o se modifica a medida que se desarrolla el proceso pero de forma manual,
esto es, la velocidad no esta´ ligada a un control automa´tico de la ma´quina que indique si es
o no la velocidad apropiada.
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Figura 2.6: Tornillo de bolas recirculantes.
Figura 2.7: Ma´quina ruteadora, Eje z y ruteadora
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2.2.3. Programacio´n de los disen˜os y dibujos.
Se hacen en el computador y luego se trasladan a la maquina como un vector de trayec-
torias con los componentes de posicio´n x, y, z, las variables de parada y caracter´ısticas de la
herramienta que se utilizaran en el fresado. La ruta a trazar se define mediante ecuaciones
parame´tricas, esto permite definir los puntos sobre los cuales se desplazara, entre cada punto
hay una resolucio´n de 0,025mm para los ejes x, y. En el eje z la resolucio´n es de 0,010mm.
2.2.4. Comunicacio´n
Entre el computador y la ma´quina existe un sistema de comunicacio´n que permite pro-
gramar las trayectorias a rutear en la ma´quina que dan lugar a los diferentes trabajos en las
piezas de madera.
Con la ma´quina que se e´sta fabricando se pretende dar uso a maderas duras, como el
Sapa´n, que es considerado una madera no apropiada para la industria del mueble por su
dif´ıcil manejo y no se deja trabajar en procesos como el cepillado, pero a la hora de trabajar
con la fresa de la ruteadora es apropiada porque da una excelente textura.
2.3. ANTECEDENTES.
Se ha encontrado un trabajo de monitoreo de los procesos y control de la productividad
y calidad del ruteo, usando un acelero´metro colocado en el husillo de la ruteadora y algunas
otras ma´quinas de la industria de la madera. Investigacio´n hecha en North Carolina State
University’s Wood Machining and Tooling Research [6] por el Doctor Richard L. Lemaster.
Al comunicarnos con el Doctor Richard L. Lemaster, Director de la investigacio´n, por correo
electro´nico e´l manifiesta que siguio´ trabajando en el tema pero que no tiene ma´s publicaciones,
la u´ltima se realizo en agosto de 2001. Este trabajo esta´ muy relacionado ya que trata sobre la
supervisio´n de la calidad en el proceso de ruteado. No analiza el sonido sino el comportamiento
de la aceleracio´n en la ruteadora, este trabajo refleja la importancia que tiene el tema en la
industria de la madera.
La investigacio´n se centra en detectar cuando esta´ cerca, el fin de la vida u´til de la her-
ramienta de corte en maquinas como: ruteadoras y lijadoras de banda. El objetivo principal es
incrementar la productividad, la vida u´til de la herramienta y la calidad del producto mientras
se reduce el tiempo de inactividad.
La investigacio´n fue conducida en tres diferentes direcciones: La primera Monitorizar el
desgaste de la herramienta en una ruteadora CNC. Este trabajo mostro´ que un acelero´metro
montado en el husillo de la ruteadora puede ser usado no solo para alertar al operador que
la herramienta esta´ desgastada sino que puede tambie´n ser usado como entrada a un sistema
que controle la velocidad de avance para mantener la calidad del producto as´ı como desgaste
de la herramienta. La segunda a´rea de investigacio´n es monitorear herramientas abrasivas 4
con sensores similares a los que se usaron con las ma´quinas ruteadoras. En e´sta investigacio´n,
un acelero´metro da informacio´n de cuando la cinta abrasiva e´sta excesivamente desgastada.
Otro tipo de sensor da informacio´n de la carga de la herramienta abrasiva. La salida de este
sensor puede mostrar al operador que el cinturo´n (la cinta de la lija) esta´ gastada o cargada.
La tercera a´rea de investigacio´n es el monitoreo de la calidad de la superficie resultante
4Se refiere a las ma´quinas lijadoras de cinta o sin fin
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despue´s de la operacio´n de maquinado. La investigacio´n mostro´ que este tipo de sensores
puede detectar superficies defectuosas causadas por varios problemas en la operacio´n de la
ma´quina tales como des-balanceo en el husillo o la herramienta, herramienta sin filo, desajuste
de la herramienta, a´reas sucias. La investigacio´n demostro´ que este tipo de sensores puede
suministrar informacio´n valiosa al operador sobre la condicio´n de operacio´n de las ma´quinas
o la materia prima usada.
Otra investigacio´n conducida por el Dr.Lemaster que aporta a e´sta investigacio´n es tit-
ulada: Desarrollo de un rugos´ımetro (o perfilo´metro) o´ptico y me´todo de procesamiento de
sen˜al requerido para monitorear la calidad de la superficie en aplicaciones de maquinado en
madera. 5. [7]. Este trabajo aporto a la investigacio´n en tres aspectos relevantes. En primer
lugar ayudo´ a entender las causas meca´nicas y propiedades f´ısicas de la madera que ocasionan
las rugosidades en el proceso de ruteo. En segundo lugar explica las te´cnicas de medicio´n
tridimensional de una superficie usando un la´ser, e´sta te´cnica se intento en e´sta investigacio´n,
antes de encontrar el art´ıculo del Dr. Lemaster, pero no dio resultado, ba´sicamente porque el
la´ser usado no ten´ıa las condiciones de homogeneidad adecuadas. Ma´s sin embargo resulto u´til
comprender la te´cnica, saber que es posible su implementacio´n y que se obtendra´n resultados
positivos con este me´todo. En tercer lugar, en el trabajo del Doctor Lemaster, se trataron las
te´cnicas para el procesamiento de sen˜ales, e´stas te´cnicas fueron:
Transformada de Fourier (FT). 6
Transformada Ra´pida de Fourier (FFT). 7
Ana´lisis Frecuencial en el dominio del tiempo (JTFD). 8
Transformada de Fourier en tiempos cortos o transformada de Fourier por Ventanas
(STFT). 9
Transformada de Fourier en tiempos cortos desplazados SSTFT. 10
Transformada Wavelets Discreta (DWT). 11
Transformada Wavelets Continua (CWT). 12
Varias de las anteriores te´cnicas se usaron en este trabajo desde el Ana´lisis de Fourier hasta
las transformaciones Wavelets continuas.
Hay otros trabajos relacionados con la fabricacio´n de ma´quinas ruteadoras tipo CNC,
por ejemplo en la Universidad Nacional de Colombia se trabajo la Tesis de Maestr´ıa en
Ingenier´ıa de Automatizacio´n Industrial, titulada : Tecnolog´ıa CNC Aplicada en Ruteadora
Experimental, Desarrollada por el Ingeniero Jorge Andre´s Garc´ıa Barbosa y dirigida por el
Profesor Ernesto Co´rdoba Nieto, En este trabajo se desarrollo´ el modelo de una ruteadora
5Development of an Optical Profilometer and the Related Advanced Signal Processing Methods for Monitor-
ing Surface Quality of Wood Machining Applications
6Fourier Transform. FT.
7Fast Fourier Transform. FFT.
8Joint Time - Frequency Analysis. JTFD.
9 Short Time Fourier Transform. STFT.
10 Sliding Short Time Fourier Transform SSTFT.
11Discrete Wavelets Transform. DWT.
12Continuous Wavelets Transform. CWT
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CNC con arquitectura paralela. en el trabajo del Ingeniero Jorge Andre´s Garc´ıa, se plantean
las principales diferencias entre las ma´quinas con arquitectura serial y paralela. Se ilustra
la metodolog´ıa del proceso desarrollado, iniciando con un estudio de comportamiento de la
cinema´tica, que conduce a la determinacio´n de las dimensiones principales del prototipo.
Seguidamente se expone la etapa final de la construccio´n aplicando teor´ıas de disen˜o hacia el
ensamble. Por u´ltimo se realiza la integracio´n del sistema conectando los elementos necesarios
para el control [8].
Se tomo´ de referencia, el trabajo hecho en la Universidad Auto´noma de Chile[9] donde
se explica conceptos ba´sicos y una aplicacio´n de la transformada Wavelet. El trabajo se
titula Procesamiento Digital de Sen˜ales Acu´sticas utilizando Wavelets. Tiene un desarrollo
matema´tico muy interesante y da una buena explicacio´n de las transformaciones Wavelets,
partiendo de la transformada de Fourier, transformada ra´pida de Fourier, las Wavelets con-
tinuas y las discretas. Este trabajo fue una de las principales referencias.
2.4. SOLUCIO´N PROPUESTA.
En el inicio de la investigacio´n se tenia claro que se deb´ıan rutear varios tipos de madera
en diferentes condiciones, en cada uno de los procesos de ruteo se tomar´ıa la sen˜al de sonido
que se produc´ıa. Se tratar´ıa de encontrar una relacio´n entre las sen˜ales acu´sticas obtenidas y
las diferentes calidades de la superficie en el proceso de ruteo. Se planteo´ hacer un algoritmo
que clasificara la calidad a partir del sonido, ma´s sin embargo la principal dificultad estaba en
resolver el interrogante de ¿que datos estar´ıan entrando al algoritmo?. Resolver este interro-
gante llevo´ a buscar caracter´ısticas dentro de la sen˜al de sonido, para ello se busco hacer una
descomposicio´n en frecuencias, que permitiera aislar caracter´ısticas propias de la sen˜al como
variables independientes, por lo anterior se descompuso la sen˜al en funciones ortogonales,
mediante el uso la transformada de Fourier.
Dado que la transformada de Fourier es para sen˜ales definidas entre menos infinito e
infinito, pod´ıamos restringirla al largo de duracio´n de la sen˜al, esto nos daba una caracter´ıstica
total de la sen˜al asociada a un tipo de calidad de la superficie, pero este me´todo no resulto
apropiado porque el espectro es muy cargado de l´ıneas espectrales y no se distingue ninguna
caracter´ıstica en particular salvo una mayor cantidad de l´ıneas espectrales cuando la ma´quina
ruteadora hace un mayor esfuerzo.
El esfuerzo de la ma´quina ruteadora no esta´ directamente relacionado con la calidad de
la superficie ruteada, se puede pensar en una herramienta, fresadora pequen˜a, que desbaste
muy poco pero que pase a una velocidad suficiente como para dan˜ar la pieza de madera, el
esfuerzo seria poco pero la calidad seria mala.
Luego se rutearon piezas de madera, donde la penetracio´n de la herramienta era cada
ves mayor, se tomaron sen˜ales que correspondieran a registros que tuvieran varias calidades
de ruteo en el mismo registro. Y Se trabajo´ con la Transformada de Fourier por Ventanas,
tomando tramos de 1,0 segundos de la sen˜al y tratando de encontrar una relacio´n sen˜al-calidad
en registros continuos, esto permit´ıa una mayor capacidad de proceso. Se identificaron algunos
rangos de frecuencias que se relacionaban con algunas caracter´ısticas de la calidad, pero no
se tenia una buena ubicacio´n en el rango de frecuencias, en el rango de tiempo y en el rango
de la calidad. Se estimo´ necesario usar ventanas de 1,0 segundo, para hacer Trasformada de
Fourier por ventanas y desplazar cada ventana 0,1 segundo, logrando mayor resolucio´n tanto
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en el espectro como en el tiempo y as´ı mismo en el espacio correspondiente a la superficie
de madera. Este me´todo resulto´ muy demorado, computacionalmente pero se logro´ identificar
con mayor claridad frecuencias que caracterizaban la calidad en el ruteo.
Al buscar la Transformada de Fourier por ventanas que se desplazan y haciendo estas
ventanas en forma de campana de Gauss la transformacio´n es similar a la Wavelets Morlet o a
algunas Wavelets tipo Gauss. En este momento de la investigacio´n se probaron varias Wavelets
y se procuro´ usar Wavelets oscilantes, con envolvente exponencial ya que se estimo´ que los
movimientos de vibraciones meca´nicas que se produc´ıan en la ma´quina ruteadora ten´ıan esa
forma.
La Wavelets que obtuvo mejores resultados fue Wavelets Morlet. se logra discriminar
para´metros que solo aparecen donde la calidad de ruteo es buena, otros donde la calidad de
ruteo es regular y otros donde es mala.
Al tener claramente identificadas las Wavelets adecuada, que discrimina los tramos en
los cuales se presenta buena, regular o mala,calidad, implementar un algoritmo clasificador
de los para´metros, es solo cuestio´n de convolucionar la sen˜al resultante del proceso de ruteo
con la Wavelets o grupo de Wavelets escogidas. Las Wavelets escogidas conforman el sistema
clasificador.
Como se puede ver, a medida que la investigacio´n se desarrollaba se fue replanteando la
solucio´n propuesta, es claro que en el inicio no se sabia ni se podia afirmar con certeza que
el problema tuviera solucio´n. luego del ana´lisis de Fourier por ventanas que se desplazan se
llego´ a ver con claridad un patron discriminante.
2.5. OBJETIVO GENERAL.
Caracterizar la calidad en procesos de ruteo sobre superficies de madera, mediante el
ana´lisis de la sen˜al acustica que emite la ruteadora en el proceso.
2.5.1. Objetivo espec´ıfico:
1. Analizar sen˜ales tomadas en diferentes tipos de madera, condiciones de penetracio´n y
calidades de ruteo.
2. Clasificar los diferentes patrones espectrales encontrados segu´n la calidad de la superficie
ruteada.
3. Hacer un sistema clasificador de calidad de la superficie a partir de las ondas sonoras,
mediante algu´n tipo de algoritmo.
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Cap´ıtulo 3
DESCRIPCIO´N DE LA TOMA DE
DATOS.
A partir de la sen˜al acustica que se genera, se tratara´ de encontrar una relacio´n que
describa la calidad del ruteo.
3.1. DISEN˜O DEL EXPERIMENTO
Inicialmente, se pasa la ruteadora sobre la madera desbastando una seccio´n, al tiempo
que se graba el sonido emitido en el proceso, posteriormente, la sen˜al de sonido es analizada
junto con las muestras de madera ruteada. Se analizan las sen˜ales buscando algunos patrones
caracter´ısticos en la sen˜al acu´stica. En un comienzo se hace una descomposicio´n en frecuencia,
luego se hace una descomposicio´n en Wavelet. Posteriormente se buscara´ una relacio´n entre
la calidad de la superficie ruteada, como resultado del proceso de ruteo y el sonido emitido
por la herramienta ruteadora.
Cada registro tiene una duracio´n entre 5 a 11 segundos. Se toman cerca de 30 muestras
de sonido, a una frecuencia de muestreo de 48 Kmps y resolucio´n de 16 bits un canal. El
sonido es grabado directamente en el computador, con una tarjeta de sonido Genius, Sound
Maker 32x2. los procesos de ruteo se hacen en diferentes tipos de madera como son: Cedro1,
que es una madera blanda y muy fa´cil de trabajar, Sapa´n2 que es una madera dura, de gran
densidad, dif´ıcil de trabajar, no se usa para muebles por su dureza, de fibras muy cristalizadas.
Ceiba Amarilla3 es una madera dura y de vetas desordenadas, en varias direcciones[13].
Los registros esta´n tomados de dos formas, inicialmente pasando la ruteadora directamente
sobre la superficie de madera, haciendo una ruta o canal el cual presenta, en lo posible, una
caracter´ıstica homoge´nea durante el proceso y otra usando un plano inclinado para que la
penetracio´n de la herramienta en la madera sea mayor a medida que se desplaza la ruteadora.
Esto se puede ver en la figura 3.1
Al hacer el primer ana´lisis en frecuencia se puede ver que casi todos los armo´nicos se en-
cuentran por debajo de 5, 5 Khz, por esto, en algunos casos la sen˜al es diezmada por un factor
1Consulte las caracter´ısticas en: [10]. Investigacio´n de la Universidad Nacional de Colombia y el SENA
2Consulte las caracter´ısticas en: [11]. Investigacio´n de la Universidad Nacional de Colombia y el SENA
3Consulte las caracter´ısticas en: [12]. Investigacio´n de la Universidad Nacional de Colombia y el SENA
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Figura 3.1: Plano horizontal e inclinado para la Toma de datos.
de 4 para tener una nueva frecuencia de muestreo de 12 Kmps y facilitar el procesamiento de
la sen˜al.
Para el Ana´lisis, inicialmente se toma un vector (s1) de datos equivalente a un intervalo
de tiempo de un segundo del registro total del sonido (s). Se encuentra la transformada de
Fourier mediante el algoritmo de la FFT sobre ese registro de 12000 muestras, de la muestra
1 a la muestra 12000, se almacena en un vector, luego se hace un desplazamiento de 0,1s. que
equivale a 1200 muestras, esto es, de la muestra 1201 a la 13200 (s2), y de nuevo se procede
a encontrar la FFT de ese registro, se sigue desplazando en 0,1s cada segmento de registro,
para todos estos segmentos se determina la FFT . Con este proceso se esta´n encontrando los
componentes en frecuencia de la sen˜al, cada 0,1s, con una muestra parcial de 1s. Ese proceso
se representa en la figura 3.2.
Figura 3.2: Toma de segmentos de la sen˜al.
En la figura 3.2, se encuentra la transformada de Fourier por ventanas. La primera ventana
se muestra sobre la figura 3.2 en color rojo, equivalente al segmento s1, de la segunda ventana
en adelante se muestra en color verde, en este caso se esta´ mostrando las 13 primeras ventanas,
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pero el proceso se repite para los 6,2 segundos que dura e´sta sen˜al, esto equivale a 52 ventanas.
Las ventanas en el tiempo esta´n solapadas. Luego se hace un ana´lisis por ventanas donde cada
ventana es de 0,1 segundo y el desplazamiento de 0,01 segundo. E´sta transformacio´n de Fourier
por ventanas permite ver como evoluciona el espectro a medida que pasa el tiempo, lo cual
equivale a una variacio´n del espectro a medida que la ruteadora se desplaza sobre la pieza de
madera y crea varias calidades de ruteo.
Luego de procesar estos registros basados en la teor´ıa de Fourier, se hace un ana´lisis
con Wavelet. Las Wavelets que se tomaron para hacer el ana´lisis son; Daubechies orden 1,
Daubechies orden 2, Daubechies orden 4, Daubechies orden 8, Daubechies orden 16, Meyer
Discreta, Meyer, Haar, Mexican Hat, Morlet, Symlets orden 4, Gauss orden 1, Gauss orden
2, Gauss orden 4, Gauss orden 8.
En la tabla 3.1 se listan las propiedades ba´sicas de ortogonalidad, simetr´ıa y reconstruccio´n
de las Wavelets que se usaron en e´ste ana´lisis.
Wavelets Ortogonal Biortogonal sime´trica asime´trica Reconstruccio´n
Daubechies Si Si Si Si
Meyer Si Si Si Si
Meyer Discreta Si
Mexican Hat Si Si
Morlet Si
Symlets Si Si Si
Cuadro 3.1: Caracter´ısticas de la Wavelets
3.2. TOMA DE DATOS, CARACTERI´STICA HOMOGE´NEA
Se toman seis registros, Las muestras de sen˜ales acu´sticas se obtienen a diferentes veloci-
dades, cada muestra con una calidad propia, buena regular o mala, pero uniforme durante
toda la muestra, en dos tipos de madera, como se muestra en la tabla 3.2. Para lograr las
diferentes caracter´ısticas se pasa la ruteadora sobre una pieza de madera de forma suave, para
tener el registro del sonido que corresponde a una buena calidad. Para obtener una calidad
regular se fuerza un poco la herramienta aumentando la velocidad de avance y para obtener
una mala calidad se pasa la ruteadora a mayor velocidad, procurando causar una mala calidad
en la superficie ruteada. Se aclara que siempre se usan herramientas en buen estrado, esto es
con los filos sin desgastar
Los registros rut−Tbx, rut2−Tbx, rut3−Tbx, se toman en madera aglomerado Tablex, el
cual no tienen una densidad ni caracter´ısticas de dureza uniformes. Estos registros contienen
todas las caracter´ısticas de calidad en un mismo registro y se toman con el fin de temer
una aproximacio´n al ancho de banda que se trabajara posteriormente. Aunque estos tres
registros no contribuyen a encontrar una relacio´n entre patrones de la sen˜al y la calidad de
ruteo s´ı aportan informacio´n u´til o sirven para hacer pruebas de los algoritmos usados en el
desarrollo de e´sta investigacio´n.
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Nombre . Madera . Duracio´n . Calidad .
(.wav) (Segundos)
rut1-Tbx Tablex 56 Todas
rut2 Tbx Tablex 52 Todas
rut3 Tbx Tablex 42 Todas
rutA01 Sapa´n 10 Buena
rutA02 Cedro 13 Buena
rutA03 Sapa´n 5 Regular
rutA04 Cedro 6 Regular
rutA05 Sapa´n 3 Mala
rutA06 Cedro 6 Mala
Cuadro 3.2: Sen˜ales acu´sticas, Una sola caracter´ıstica
3.3. TOMA DE DATOS, PLANO INCLINADO
Se hace el montaje de la ruteadora en una base que permita el movimiento horizontal,
mientras que la pieza de madera sobre la cual se trabaja esta´ inclinada aproximadamente 0,8
grados, como muestra la figura 3.3, con esto se logra que la fresa penetre la pieza gradualmente
desde 0,0 mm. a 10 mm. de profundidad aproximadamente. En la parte de mayor penetracio´n,
en el extremo derecho de la figura 3.3 se esta´ forzando la herramienta debido a que tiene que
hacer mayor esfuerzo al desbastar mayor cantidad de material.
Figura 3.3: Plano Inclinado avance de la Herramienta.
En la mayor´ıa de pruebas se logro´ que la calidad del fresado fuera excelente al inicio, en
el momento en que no se esta´ forzando la herramienta. Al final del recorrido, cuando la fresa
ha penetrado casi 10 mm., la calidad de la superficie ruteada es mala o muy regular. En estas
condiciones el problema es ma´s de ubicar los patrones caracter´ısticos dentro del tiempo del
registro. Cada registro tiene una duracio´n aproximada de 5 s.
La nueva toma de sen˜ales acu´sticas, que en su totalidad son 22, se listan en el cuadro
3.3. En su mayor´ıa contienen desde una buena calidad a una mala, pasando por una regular
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calidad. Esto permite hacer un ana´lisis ma´s sencillo ya que cada muestra corresponde a un
conjunto de diferentes caracter´ısticas de ruteo dentro del mismo registro, permitiendo hacer
un ana´lisis comparativo. Con una mayor profundidad se logra una mala calidad, esto no indica
que exista un relacio´n matema´tica entre calidad de ruteo y profundidad de penetracio´n de la
herramienta.
Nombre . Madera . Duracio´n .
(.wav) (Segundos)
rut04A Cedro 11.03
rut05A Cedro 7.25
rut06A Cedro 7.70
rut07A Cedro 8.95
rut08A Amarillo 10.00
rut09A Amarillo 6.25
rut10A Amarillo 7.50
rut11A Amarillo 5.30
rut12A Amarillo 5.81
rut13A Amarillo 3.07
rut14A Sapa´n 5.69
rut15A Sapa´n 5.01
rut16A Sapa´n 6.00
rut17A Sapa´n 5.18
rut18A Sapa´n 5.00
rut19A Sapa´n 7
rut20A Sapa´n 5
rut21A Sapa´n 5
rut22A Sapa´n 3
rut23A Amarillo 5
rut24A Amarillo 5
rut25A Amarillo 6
Cuadro 3.3: Sen˜ales acu´sticas, Plano inclinado
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Cap´ıtulo 4
RESULTADOS
EXPERIMENTALES.
En este cap´ıtulo se muestran las gra´ficas obtenidas a partir de los registros de audio. Se
hace mayor e´nfasis en los registros que contienen un rango de caracter´ısticas de calidad de
ruteo.
4.1. REGISTROS CON CARACTERI´STICA HOMOGE´NEA
Al hacer la descomposicio´n espectral de cada sen˜al se ven patrones en frecuencia muy
similares en bajas frecuencias pero en frecuencias aproximadamente de 1 Khz a 5 Khz el
espectro contiene muchos armo´nicos, los cuales no esta´n claramente definidos y en desorden.
En la figura 4.1, figura 4.2, figura 4.3, se muestra el espectro de sen˜ales registradas con
diferentes calidades en el proceso de ruteo, estas muestras tomadas en madera Sapa´n. La
amplitud se toma como una medida relativa, e´sta amplitud depende de la proximidad del
micro´fono a la ruteadora y de la cantidad de muestras que se toma en cada segmento. Se
considera que se puede trabajar como una medida relativa, lo que interesa es comparar los
espectros entre si o encontrar patrones caracter´ısticos correspondientes a cada proceso Luego
se encuentra el espectro mediante la FFT. Se debe tener en cuenta que cada uno de los
registros de sonido se tome en condiciones similares, para garantizar que sean comparables.
En la figura 4.1, la sen˜al es producto de un proceso donde la calidad de la superficie
ruteada es buena, se puede ver que todo el contenido espectral es menor y en el rango de 1
Khz a 3 Khz el espectro no es muy alto.
En la figura 4.2, se muestra un espectro correspondiente a una calidad de ruteo regular,
es muy notable el incremento en los armo´nicos comprendidos entre 1 Khz y 3 Khz, al hacer
una ampliacio´n no se discrimina claramente un rango determinado, incluso para diferentes
muestras existen variaciones leves que no permiten definir una sola l´ınea espectral.
El espectro mostrado en la figuras 4.3, es el resultado de una mala calidad en el proceso
de ruteo, en este espectro se nota un claro incremento en las l´ıneas espectrales, sobre todo en
el rango de 0,5 Khz a 3 Khz con respecto a la figura 4.1 y en el rango de 0,5 Khz a 1,5 Khz,
con respecto a la figura 4.2.
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Figura 4.1: Espectro de la sen˜al correspondiente a un proceso de ruteo de buena calidad
4.2. ¿PORQUE EL PLANO INCLINADO?
Dado las l´ıneas espectrales tan densas y poco definidas, como se puede ver en las figuras
4.1, 4.2, 4.3, no es posible identificar un patro´n claramente definido, que permita diferencial
los tres registros, a medida que la la calidad es mala, la densidad espectral se nota mayor, pero
no se logra determinar que parte del espectro es determinante para hacer la discriminacio´n,
por otro lado el ana´lisis se dificulta al tener que hacer varios procesos de toma de la sen˜al
acu´stica para un mismo tipo de madera con las mismas caracter´ısticas pero con diferentes
calidades de ruteo. Por lo anterior se busco un me´todo que permitiera tomar una cantidad de
sen˜ales con varias caracter´ısticas de ruteo, en la misma sen˜al, en forma continua y hacer un
ana´lisis de forma comparativa ma´s completo. Se busca que en un mismo registro se encuentren
las diferentes calidades de ruteo y que se pueda ver la evolucio´n que se da en la sen˜al, al pasar
de una buena calidad en el proceso de ruteo a una mala calidad.
4.3. REGISTROS EN EL PLANO INCLINADO
Una vez tomados los registros se analizan mediante la Transformada de Fourier, usando
transformaciones por ventanas de 1 segundo, desplazadas 0,1 segundos, luego se hacen las
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Figura 4.2: Espectro de la sen˜al correspondiente a un proceso de ruteo de regular calidad.
mismas gra´ficas pero con ventanas de 0,1 segundos, posteriormente se usara´ la transformacio´n
por Wavelets.
4.3.1. Procesamiento de datos mediante teor´ıa de Fourier.
En el espectro de frecuencias que se muestra en la figura 4.4, se puede ver la evolucio´n
del contenido espectral en el tiempo, cada 0,1 segundo, analizando 1 segundo del registro, en
una sen˜al con una duracio´n de 5,18 segundos. La frecuencia fundamental ω0 = 2∗pi/T0 donde
T0 = 1s, es de ω = 6, 2
En la figura 4.4 y 4.5 se ve que las frecuencias que contiene la sen˜al esta´n entre 0 Hz y los
6 Khz aproximadamente. En t = 0 a t = 1 segundo, para frecuencias por debajo de 3 Khz.,
el contenido espectral es bajo en amplitud, a medida que pasa el tiempo se hace ma´s grande.
Tambie´n se puede observar que existe una gran componente espectral en t = 0 s a t = 3 s, en
frecuencias que se encuentran entre 4 Khz. y 5 Khz. Este fragmento de sen˜al, entre el inicio,
t = 0 segundos, y el tercer segundo, t = 3 segundos corresponde a una buena calidad en la
superficie ruteada.
Se destacan unas componentes muy altas alrededor de los 1,5Khz., entre t = 2 segundos y
t = 3 segundos, segmento en el cual se da la transicio´n entre una buena calidad y una calidad
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Figura 4.3: Espectro de la sen˜al correspondiente a un proceso de ruteo de mala calidad.
regular en el proceso e ruteo. Luego decae un poco entre t = 3 segundos y t = 3,5 segundos,
en este u´ltimo segundo la calidad en la superficie ruteada es mala.
Entre las frecuencias de 4Khz. y 5Khz, se forma una ”C”invertida, con un ancho, con
respecto al eje del tiempo, de 1 Segundo, el ancho se debe a la fraccio´n de tiempo que se toma
para analizar su espectro.
Es de notar que el cambio en la calidad de la superficie ruteada a medida que se desplaza
la herramienta no es gradual, al comienzo del proceso, la superficie es de buena calidad y
permanece as´ı por un buen trayecto, al final, la calidad se degrada muy ra´pidamente, parece
que existe un punto cr´ıtico donde se da el cambio.
En al figura 4.6 se toma una ventana de 0,1 segundos para hacer la FFT. Y se desplaza e´sta
ventana en 0,01 segundos. esto da una menor resolucio´n en los armo´nicos los cuales inician
con una frecuencia fundamental ω0 = 2 ∗ pi/T0 donde T0 = 0,1s, esto es ω = 62, 83. En e´sta
gra´fica se tiene mejor ubicacio´n temporal de cada uno de los armo´nicos.por otro lado se tiene
una ubicacion de cada ventana de 0,1 segundos.
El ancho de la figura en forma de ”C”invertida es menor, (en el eje del tiempo), al parecer
este patron es formado por una frecuencia muy definida, que se desplaza de 4 Khz a los 5
Khz a medida que la ruteadora se desplaza sobre la superficie y aumenta el esfuerzo de la
ruteadora en el proceso. Luego, aproximadamente en los 2 segundos, empieza a desplazarse a
32
Figura 4.4: Evolucio´n espectral, Ventanas de 1 S, registro Rut17, Sapa´n
Figura 4.5: Evolucio´n espectral, Ventanas de 0,1 S, registro Rut17, Sapa´n
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frecuencias menores, regresando a los 4 Khz.
A continuacio´n, en la figura 4.7, figura 4.8 y figura 4.9, se muestran tres gra´ficas similares
a la de la figura 4.6, pero con diferentes registros obtenidos en diferentes pruebas. Estos tienen
patrones parecidos entre si, la figura que se forma entre los 4 Khz. Y 5 Khz, la ”C”invertida
termina en la region donde la calidad de ruteo es mala y la maxima frecuencia, cerca a los 5
KHz se da cuando la calidad de ruteo esta´ en la zona donde es buena. Esta´ presente en todas
las gra´ficas, al igual que el incremento en la amplitud de los armo´nicos al rededor de los 1,5
Khz. al final de los registro. Estas similitudes, son indicio que si existe una relacio´n entre el
sonido y la calidad del ruteo y ma´s concretamente entre el espectro del sonido generado por la
ma´quina en el proceso de ruteo y las vibraciones meca´nicas adicionales que causan rugosidad
no deseada en la superficie ruteada.
Figura 4.6: Evolucio´n espectral, Ventanas de 0,1 S, registro Rut06
Clasificacio´n de los diferentes patrones espectrales.
En estas gra´ficas en tres dimensiones es complicado ver algu´n patro´n predominante y
reconocerlo en frecuencia y ubicarlo en el tiempo.
Para hacer un mejor ana´lisis se hara´ un conjunto de gra´ficas en dos dimensiones, dejando
un tercer para´metro que var´ıe entre las diferentes gra´ficas. Estas son:
Gra´ficas frecuencia versus tiempo, con amplitud constante en cada gra´fica.
Gra´ficas tiempo versus amplitud, con frecuencia constante para cada gra´fica.
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Figura 4.7: Evolucio´n espectral, Ventanas de 0,1 S, registro Rut12
Figura 4.8: Evolucio´n espectral, Ventanas de 0,1 S, registro Rut13
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Figura 4.9: Evolucio´n espectral, Ventanas de 0,1 S, registro Rut14
Gra´ficas con Amplitud constante.
Se hace un corte en una amplitud determinada, se gra´fica, luego se hace otro corte in-
crementando la amplitud, esto se repite cada 0,1 (medida relativa de amplitud) y se gra´fica
los valores mayores a la amplitud que se tomo´ como referencia, forma´ndose una superficie
de frecuencia eje x, respecto a tiempo, eje y, para cada amplitud. A continuacio´n se mues-
tran las gra´ficas obtenidas del registro Rut-9, solo se mostraran los cortes correspondientes
a los niveles de 1 a 9 para estas gra´ficas, con estas se analizan los niveles de amplitud de
cada armo´nico y se ubica en el tiempo con mayor claridad. Con el propo´sito de encontrar
una mayor resolucio´n en la ubicacio´n temporal de las l´ıneas espectrales Cada ventana para el
ana´lisis mediante transformada de Fourier por FFT es de 0,1 segundo, dando una resolucio´n
en frecuencia equivalente a 10 Hz, y una ubicacio´n de 0,1 Segundo, desplazando 0,01 segundos
.
En la figura 4.11, en el nivel 4 del corte, se ve claramente la forma de ”C”invertida, al
final del espectro, entre las frecuencias de 3,9 Khz a 5,1 Khz, e´sta coincide con el segmento
donde la calidad de ruteo es buena o regular.
En los otros registros, el patro´n de forma similar a la ”C”invertida no coincide con la buena
claridad en el ruteo, sobre todo en los registros obtenidos al rutear maderas ma´s blandas como
el Cedro. Las gra´ficas de e´sta sen˜al, en frecuencia Vs. tiempo y su evolucio´n a medida que
sube el nivel de amplitud son mostradas en la figura 4.12. El punto mas a la derecha de la
figura ”C”invertida coincide con frecuencia superior a los 5 KHz y com una buena calidad
en la superficie ruteada.
Las l´ıneas espectrales entre 3,9Khz y 5,1Khz esta´n caracterizando la calidad en una
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Nivel 1, Registro Rut-9 Nivel 2, Registro Rut-9
Nivel 3, Registro Rut-9 Nivel 4, Registro Rut-9
Nivel 5, Registro Rut-9 Nivel 6, Registro Rut-9
Figura 4.10: Frecuencia Vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. Rut-9 Amarillo
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Nivel 7, Registro Rut-9 Nivel 8, Registro Rut-9
Nivel 9, Registro Rut-9 Nivel 10, Registro Rut-9
Nivel 11, Registro Rut-9 Nivel 12, Registro Rut-9
Figura 4.11: Frecuencia Vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. Rut-9 Amarillo
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Nivel 1 Nivel 2
Nivel 3 Nivel 4
Nivel 5 Nivel 6
Figura 4.12: Frecuencia vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. registro Rut-6
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madera dura como la Ceiba Amarilla pero en el Cedro aun, con e´ste tipo de gra´ficas, no es
muy claro, ya que la ”C”invertida se nota menos. vea gra´fica de la figura 4.12.
En la figura4.12 se ve la gra´fica en los tres para´metros, Tiempo, Frecuencia, Amplitud,
correspondiente al registro Rut-6, hecho en un proceso de ruteo en madera Cedro, una madera
blanda y de vetas y densidad uniformes. Otras gra´ficas se pueden ver en el Ape´ndice B,
GRA´FICAS POR NIVEL.
Figura 4.13: Evolucio´n espectral, Registro Rut06, Cedro
En la figura C.1 se muestra una gra´fica donde la intensidad de color marca el nivel de
amplitud, e´sta gra´fica es de gran importancia para identificar las frecuencias que pueden
determinar la calidad en el proceso de ruteo. Ma´s gra´ficas similares a estas se pueden ver en
el Ape´ndice C GRA´FICAS POR NIVEL, COLOR,
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Gra´ficas con Frecuencia constante
Se tomo´ un rango de 10 frecuencias, 0 Hz a 9 Hz, se gra´fica Tiempo versus Amplitud,
promediando los valores de las amplitudes, e´ste proceso se repite para los rangos de frecuencia
entre 0 Hz a 6 Khz, cada 10 datos en frecuencia, de forma comparativa se generan 600 gra´ficas
por cada registro. Luego se colocan de forma secuencial y se ve su evolucio´n. En este informe
solo se muestran las que presentan caracter´ısticas relevantes y que se puedan apreciar en
varios de los registros, es de notar que algunas frecuencias que pueden estar caracterizando
un registro en otro registro no se da la misma caracterizacio´n, es por ellos que en el ana´lisis se
toman grupos de cuatro gra´ficas para poder ver si el patron hallado es caracter´ıstico, cuando
se da un patron en las cuatro gra´ficas se entra a analizar si este aparece en las otras.
Las gra´ficas que se trabajan en e´sta parte de la investigacio´n son como las que se muestran
en la figura 5.2, en ella se puede ver que en la misma figura hay tres registros, Rut-6, Rut-12 y
Rut-14, cada uno de ellos resultado de un proceso de ruteo, esto para facilitar la comparacio´n
y ver que patrones se presentan en forma repetida. En verde se puede ver la gra´fica del ana´lisis
hecho a una sen˜al obtenida al rutear una pieza de madera Cedro, en azul y roja las sen˜ales
obtenidas en el proceso de ruteo sobre madera Ceiba Amarilla. En la parte superior hay tres
l´ıneas, cada una relacionada con un registro, pero cada l´ınea tiene tres niveles, que representan
buena, regular o mala calidad en el proceso de ruteo y la transicio´n entre niveles esta´ dada
por la linea inclinada, e´sta region es una regio´n de incertidumbre, donde la calidad de ruteo
no se clasifica en ninguno de los tres estados, pero se asume que se esta´ pasando de un estado
al otro.
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Figura 4.14: Tiempo Amplitud. Frecuencias 1880 a 1889 Hz.Rut6, Rut12, Rut14.
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4.3.2. Procesamiento de datos usando Wavelets
En cada registro de sonido, las caracter´ısticas evolucionan a medida que pasa el tiempo, a
su vez es equivalente al avance sobre la superficie, esto nos da una escala gradual y nos reduce
el problema a encontrar, dentro de los registros, las diferencias que hay entre la primera parte
del registro y la parte finas de eses mismo registro. En otras palabras, que patrones se encuen-
tran en la primera parte del registro, donde la calidad es buena, en la parte intermedia del
registro, donde la calidad es regular, y cuales en la parte final, donde la calidad es mala. Para
una discriminacio´n ma´s marcada entramos a analizar las caracter´ısticas que se encuentran
entre el paso de buena - regular- mala calidad sobre la superficie ruteada.
Wavelets hace este desplazamiento en el tiempo pero de forma ma´s continua, con ondas
ma´s cortas equivalentes a ventanas ma´s pequen˜as, en el tiempo, para altas frecuencias y ven-
tanas ma´s grandes, en el tiempo, para bajas frecuencias donde la longitud de onda es mayor,
a diferencia de la descomposicio´n por transformada de Fourier.
El espectro de las Wavelets son ventanas cuyos limites no tienen un corte abrupto como
se trabajo en e´sta seccio´n con la transformada de Fourier en el cual se toman rangos de
10 frecuencias o en la primera parte, donde se toma un segundo de datos, se halla la FFT
asumiendo para ello que la funcio´n es perio´dica con periodo de un segundo.
Frecuencia Wavelets Wavelets Wavelets Wavelets Wavelets Wavelets Wavelets Wavelets Wavelets Wavelets Wavelets
Aparente .Hz db1 db2 db4 db8 db16 dmey meyr haar mexh Morlet sym4
6334.1 1.8871 1.2630 1.3532 1.2630 1.2834 1.2567 1.3076 1.8871 0.4736 1.5393 1.3532
5234.8 2.2834 1.5282 1.6374 1.5282 1.5529 1.5207 1.5822 2.2834 0.5731 1.8625 1.6374
4326.3 2.7629 1.8492 1.9812 1.8492 1.8790 1.8400 1.9144 2.7629 0.6934 2.2537 1.9812
3575.5 3.3432 2.2375 2.3973 2.2375 2.2736 2.2264 2.3164 3.3432 0.8391 2.7269 2.3973
2954.9 4.0452 2.7073 2.9007 2.7073 2.7510 2.6939 2.8029 4.0452 1.0153 3.2996 2.9007
2442.1 4.8947 3.2759 3.5099 3.2759 3.3287 3.2597 3.3915 4.8947 1.2285 3.9925 3.5099
2018.2 5.9226 3.9638 4.2470 3.9638 4.0278 3.9442 4.1037 5.9226 1.4864 4.8309 4.2470
1668.0 7.1664 4.7962 5.1388 4.7962 4.8736 4.7725 4.9655 7.1664 1.7986 5.8454 5.1388
1378.5 8.6713 5.8034 6.2180 5.8034 5.8970 5.7747 6.0083 8.6713 2.1763 7.0729 6.2180
1139.2 10.4923 7.0222 7.5238 7.0222 7.1354 6.9874 7.2700 10.4923 2.6333 8.5583 7.5238
941.5 12.6956 8.4968 9.1037 8.4968 8.6339 8.4548 8.7967 12.6956 3.1863 10.3555 9.1037
778.1 15.3617 10.2812 11.0155 10.2812 10.4470 10.2303 10.6440 15.3617 3.8554 12.5302 11.0155
643.1 18.5877 12.4402 13.3288 12.4402 12.6408 12.3786 12.8793 18.5877 4.6651 15.1615 13.3288
531.5 22.4911 15.0526 16.1278 15.0526 15.2954 14.9781 15.5839 22.4911 5.6447 18.3454 16.1278
439.2 27.2142 18.2137 19.5147 18.2137 18.5075 18.1235 18.8565 27.2142 6.8301 22.1979 19.5147
363.0 32.9292 22.0386 23.6128 22.0386 22.3940 21.9295 22.8164 32.9292 8.2645 26.8595 23.6128
300.0 39.8444 26.6667 28.5714 26.6667 27.0968 26.5347 27.6078 39.8444 10.000 32.5000 28.5714
Cuadro 4.1: Tabla de convenciones: Frecuencia Escala
En e´sta parte se comparan las sen˜ales acu´sticas obtenidas en el proceso de ruteo, con una
sen˜al previamente establecida llamada Wavelet. Las sen˜ales Rut-12, Rut-13, Rut-14, Rut-17
son analizadas con 14 tipos de Wavelets diferentes. En cada Figura se muestran cuatro gra´fi-
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cas, cada una corresponde a un proceso, esto con el fin de comparar que tanto la Wavelets
puede clasificar la calidad en diferentes procesos a partir de la sen˜ales acustica. La amplitud
representa en valor absoluto de la convolucio´n entre la Sen˜al y Wavelet.
Dado que el ancho de banda en el cual se encontraron algunos patrones, que podr´ıan caracteri-
zar la calidad, estaba entre los 300 Hz y 6 KHz se toman, en e´sta parte de la investigacio´n,
escalas, correspondientes a cada Wavelet, de tal forma que las frecuencias aparentes esta´n
en el rango de 300 Hz a 6,5 KHz. En la Tabla 4.1 se muestra la relacio´n entre frecuencia
aparente y escala de cada Wavelets que se trabajo´. La escala de cada Wavelets se establecio´ a
partir de la frecuencia aparente Fap, esto es: se tomaron frecuencias desde 300 Hz a 6,334
KHz, En la tabla 4.1 solo se muestran uno de cada dos factores calculados de la frecuencia
aparente Fap. La razo´n de cambio entre cada frecuencia es de aproximadamente 1.1, de e´sta
forma el vector de valores de frecuencia aparentes es:
Fap = [300*(1.1)0, 300*(1.1)1, 300*(1.1)2, 300*(1.1)3, ....., 6.3341]
Fap(k) = 300 ∗ (1,1)k (4.1)
Donde: k = 0, 1, 2, 3,....,32
La calidad en el proceso de ruteo se ha clasificado para cada uno de las muestras como se
ve en la gra´fica, de la figura 4.15, en el inicio del eje x se tiene una linea roja que indica una
buena calidad en el proceso, luego una verde que indica una regular calidad y posteriormente
la azul, indicando una mala calidad en el proceso. El eje x representa el tiempo y e´sta dado
en muestras por segundo [12,000 mps]. En el eje y esta´ la escala de la Wavelets donde la
primera medida de escala es la que corresponde a la frecuencia aparente de 63,341 y la ultima
escala corresponde a una frecuencia aparente de 300 Hz.
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Registro Rut-12 Registro Rut-13
Registro Rut-14 Registro Rut-17
Figura 4.15: Wavelet Daubechies orden 1
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Cap´ıtulo 5
ANA´LISIS DE RESULTADOS
De los procesos en los cuales se toma un registro y este corresponde a una u´nica carac-
ter´ıstica se puede ver que la diferencia entre un proceso de ruteo de buena calidad, regular
calidad y mala calidad es que a menor calidad existe una mayor densidad espectral, esto es,
algunas de las componentes de frecuencia por debajo de los 3 KHz tienen mayor amplitud,
aunque no se puede determinar con claridad un patron caracter´ıstico. Se analizaran los datos
tomados con el plano inclinado, en estos se puede hacer major el ana´lisis.
5.1. ANA´LISIS DE DATOS, TEORI´A DE FOURIER
Se puede ver que el patron similar a una ”C”invertida, se inicia cuando la calidad del
ruteo es buena, alcanza su maxima frecuencia cuando aun la calidad es buena, esto es al
rededor de los 5 KHz, y nuevamente retorna a una frecuencia inferir cuando la calidad del
proceso es regular o mala. Este patron esta´ formado por armo´nicos que empiezan a aumentar
de amplitud cerca de los 4 KHz y se desplazan en frecuencia hasta alcanzar los 5 Khz. Este
es uno de los patrones ma´s relevantes dentro de la caracterizacio´n, sin embargo se puede ver
que los armo´nicos no son precisos en amplitud y frecuencia, ni esta´n totalmente definidos en
el tiempo como se muestra en la figura 5.1.
En las gra´ficas con Frecuencia constante se lograron resultados interesantes, en e´sta seccio´n
se destacan algunos. Se debe tener en cuenta que muchas de las gra´ficas obtenidas no arrojan
informacio´n valiosa para e´ste trabajo, y algunas gra´ficas que aparentemente presentan resul-
tados interesantes, al tomar otra sen˜al para validar la informacio´n, estas no tienen el mismo
comportamiento.
En la misma figura hay tres registros, Rut-6, Rut-12 y Rut-14, cada uno de ellos resultado
de un proceso de ruteo, esto para facilitar la comparacio´n y ver que patrones se presentan
en forma repetida. En verde se puede ver la gra´fica del ana´lisis hecho a una sen˜al obtenida
al rutear una pieza de madera Cedro, en azul y roja las sen˜ales obtenidas en el proceso de
ruteo sobre madera Ceiba Amarilla. En otro grupo de figuras se muestran tres gra´ficas cor-
respondientes a los registros a Rut-6, Rut-13 y Rut-17, obtenidos al rutear madera Cedro,
Ceiba Amarilla y Sapa´n. En la parte superior se hace una clasificacio´n por tramos, en ella se
discriminan segmentos donde la calidad es buena, regular o mala, cada clasificacio´n esta´ mar-
cada con el mismo color de la gra´fica correspondiente.
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Figura 5.1: Evolucio´n Espectral ampliacio´n Rut17.
Los registros no tienen la misma duracio´n, pero son similares en la medida en que al inicio
se obtiene una buena calidad, en la parte media de la sen˜al corresponden a una calidad regular
y al final una mala calidad en el proceso de ruteado, esto se indica en las l´ıneas superiores,
con tres niveles de calidad.
En la figura 5.2 y 5.3, se nota una amplitud mayor y bien marcada, antes de iniciar la parte
donde la calidad es regular, este rango de frecuencia, entre 1880 y 1889 Hz, podr´ıan usarse
para indicar cuando se esta´ iniciando una calidad en el ruteo regular o se encuentra en la zona
donde la calidad es regular, en algunos registros tambie´n caracteriza la parte donde la calidad
en el proceso de ruteo es mala como en el registro Rut-17.
En el registro Rut-12 de la figura 5.2, hay un area que se encuentra al rededor de los 5 Se-
gundos, donde la calidad esta´ entre regular y buena, esto es causado por un nudo en las vetas
de la madera, en este punto tambie´n se incrementa la amplitud del espectro correspondiente
a este registro.
En las gra´ficas 5.4 y 5.5 tambie´n se nota un incremento en la amplitud de los armo´nicos
en la zona donde la calidad de ruteo es regular y mala. Parece ser, que e´sta componente en
frecuencia se incrementa a medida que se esta´ forzando la herramienta ruteadora.
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Figura 5.2: Tiempo Amplitud. Frecuencias 1880 a 1889 Hz.Rut6, Rut12, Rut14.
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Figura 5.3: Tiempo Amplitud. Frecuencias 1880 a 1889 Hz.Rut6, Rut13, Rut17.
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Figura 5.4: Tiempo Amplitud. Frecuencias 2230 a 2239 Hz.Rut6, Rut12, Rut14.
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Figura 5.5: Tiempo Amplitud. Frecuencias 2230 a 2239 Hz.Rut6, Rut13, Rut17.
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En las figuras correspondientes a los registros Rut-12, Rut-13, Rut-14 y Rut-17 es ma´s
pronunciado el incremento del espectro en donde la calidad de ruteo es regular y en el registro
Rut-6 es ma´s notorio este incremento en donde la calidad de ruteo es mala. Este podr´ıa ser
un buen rango de frecuencias que indiquen el inicio de un ruteo regular en el proceso.
Las gra´ficas 5.6 y 5.7 muestran el comportamiento del rango de frecuencias entre 2750 y
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Figura 5.6: Tiempo Amplitud. Frecuencias 2750 a 2759 Hz.Rut6, Rut12, Rut14.
2759 Hz. Para los registros correspondientes a madera Ceiba Amarilla y Sapa´n los registros
incrementan el espectro en este rango de frecuencias, en el momento que la calidad de ruteo
es regular, y empieza a decaer cuando se esta´ en la region donde la calidad de ruteo es mala.
No sucede lo mismo con el registro de la madera Cedro, en e´ste se nota un aumento en las
regiones correspondientes a una regular y mala calidad, pero no se ve decaimiento. Con este
rango de frecuencias parece que se puede caracterizar una calidad regular en el proceso de
ruteo.
En el rango de frecuencias 3920 Hz a 3929 Hz, todas las gra´ficas de la figura 5.8 y figura
5.9 el espectro esta´ pronunciado en la zona donde coincide con una calidad de ruteo regular,
en algunos de ellos tambie´n el espectro se pronuncia el la regio´n correspondiente a una calidad
mala. En la gra´fica obtenida del registro Rut-12, se ve un incremento en el espectro entorno
de los 5 segundos, donde se presenta un nudo en las vetas de la madera y la calidad de ruteo
es regular. Este rango de frecuencias puede caracterizar una calidad regular en el proceso de
ruteo.
Las gra´ficas de la figura 5.10 y figura 5.11 son similares a las gra´ficas de la figura 5.8 y
figura 5.9, e´stas podr´ıan caracterizar una calidad regular en el proceso de ruteo. En la gra´fica
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Figura 5.7: Tiempo Amplitud. Frecuencias 2750 a 2759 Hz.Rut6, Rut13, Rut17.
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Figura 5.8: Tiempo Amplitud. Frecuencias 3920 a 3929 Hz.Rut6, Rut12, Rut14.
correspondiente al registro Rut-6 (color verde) de la figura 5.12 y 5.13, se alcanza el nivel 1
1Medida relativa
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Figura 5.9: Tiempo Amplitud. Frecuencias 3920 a 3929 Hz.Rut6, Rut13, Rut17.
0 10 20 30 40 50 60
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
Buena Reg. Mala 
Cedro, Rut−6
Buena Reg. Mala 
Ceiba Amarilla,  Rut−12
Buena Reg. Mala 
Ceiba Amarilla,  Rut−14
Tiempo Vs Amplitud.           rut6 "G",  rut12 "B",  rut14 "R",           Frec. 3930 => 3939 Hz
A m
p l
i t u
d
Tiempo [0.1 seg]
Figura 5.10: Tiempo Amplitud. Frecuencias 3930 a 3939 Hz.Rut6, Rut12, Rut14.
de 2, en la region donde corresponde a una regular calidad en el proceso de ruteo.
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Figura 5.11: Tiempo Amplitud. Frecuencias 3930 a 3939 Hz.Rut6, Rut13, Rut17.
El registro Rut-12 de la figura 5.12 la amplitud del espectro alcanza su ma´ximo pico en el
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Figura 5.12: Tiempo Amplitud. Frecuencias 3960 a 3969 Hz.Rut6, Rut12, Rut14.
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punto donde se inicia la calidad de ruteo regular y se mantiene con una amplitud superior en
e´sta region incluso donde la calidad es mala. Tambie´n se ve la pronunciacio´n del espectro al
inicio, alrededor de los 5 Segundos, done existe un nudo y la calidad esta´ entre buena y regular.
El registro Rut-14 de la figura 5.12 la amplitud del espectro alcanza su ma´ximo pico en
el punto donde se inicia la calidad de ruteo regular y se mantiene con una amplitud superior
en e´sta region, decae al final de la region correspondiente a una calidad regular y se mantiene
bajo cuando la calidad es mala.
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Figura 5.13: Tiempo Amplitud. Frecuencias 3960 a 3969 Hz.Rut6, Rut13, Rut17.
En el registro Rut-13 de la figura 5.13, se nota una region con amplitud ma´xima en la
zona donde la calidad de ruteo es regular y mala. La parte pronunciada se inicia en plena
region correspondiente a la regular y decae notablemente en plena region correspondiente a
una calidad mala.
El registro Rut-14 de la figura 5.13 alcanza su ma´ximo terminando la region correspondi-
ente a una buena calidad y se mantiene, muy pronunciada, donde la calidad es regular, luego
decae notablemente en la regio´n correspondiente a una calidad mala en el proceso ruteo.
El corrimiento puede darse por el criterio para escoger la zona de buena, regular o mala
calidad. E´sta clasificacio´n se hace de forma cualitativa y puede quedar corrida de un registro
a otro para diferentes registros. Tambie´n se debe tener en cuenta que la escala de tiempo
esta´ dada en de´cimas de segundo 2 y el proceso de toma de sen˜al dura alrededor de 5 segundos,
2Tiempo [0.1 seg]
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lo cual no permite una ubicacio´n exacta del inicio o fin de cada regio´n caracter´ıstica de una
buena, regular o mala calidad.
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Figura 5.14: Tiempo Amplitud. Frecuencias 3970 a 3979 Hz.Rut6, Rut12, Rut14.
Las curvas de la figura 5.14, figura 5.15, figura 5.16, figura 5.17, figura 5.18 y figura 5.19
son muy similares, cada una de ellas caracteriza de alguna medida, unas curvas ma´s que
otras, una calidad regular en el proceso de ruteo. Para el registro Rut-6 no es muy notorio
el incremento en la amplitud del espectro correspondiente a una calidad regular, incluso en
frecuencias entre 3990 y 3999 Hz casi no hay una diferencia muy marcada en la amplitud
correspondiente a e´sta zona.
El rango de frecuencias entres 3960 y 3999 Hz, es caracter´ıstico de un proceso de ruteo con
calidad regular.
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Figura 5.15: Tiempo Amplitud. Frecuencias 3970 a 3979 Hz.Rut6, Rut13, Rut17.
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Figura 5.16: Tiempo Amplitud. Frecuencias 3980 a 3999 Hz.Rut6, Rut12, Rut14.
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Figura 5.17: Tiempo Amplitud. Frecuencias 3980 a 3989 Hz.Rut6, Rut13, Rut17.
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Figura 5.18: Tiempo Amplitud. Frecuencias 3990 a 3999 Hz.Rut6, Rut12, Rut14.
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Figura 5.19: Tiempo Amplitud. Frecuencias 3990 a 3999 Hz.Rut6, Rut13, Rut17.
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Figura 5.20: Tiempo Amplitud. Frecuencias 4530 a 4539 Hz.Rut6, Rut12, Rut14.
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Figura 5.21: Tiempo Amplitud. Frecuencias 4530 a 4539 Hz.Rut6, Rut13, Rut17.
Las gra´ficas de la figura 5.20 y 5.21, corresponden a la frecuencia entre 4530 Hz y 4539
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Hz. Se ve un incremento de la amplitud del espectro de las sen˜ales que corresponden a la zona
donde la calidad de ruteo es buena. Ejemplo en el registro Rut-13 de la figura 5.20 se alcanza
un nivel de 8. donde la calidad es buena, decae a un nivel de 6 donde la calidad es regular
y baja a menos de 2 donde la calidad es mala. Este es uno de los procesos ma´s claramente
definidos en e´sta parte de la experimentacio´n.
Para el registro Reg-6 3 se ve un incremento en el espectro que alcanza un nivel de 3
solo en una parte donde la calidad de ruteo es buena, y vuelve a alcanzar un ma´ximo, al
final, donde la calidad en el proceso de ruteo es mala. Para este registro no se nota una clara
discriminacio´n en este rango de frecuencias.
Para el registro Reg-12 y Reg-14 4, el espectro se incrementa en amplitud en una parte de
la region donde la calidad de ruteo es buena y luego tiene otro ma´ximo que coincide con la
region donde finaliza una calidad de ruteo buena e inicia una calidad de ruteo regular. Este
rango de frecuencias entre 4530 y 4539 Hz pueden ser usado para determinar en que momento
se debe disminuir o mantener la velocidad de avance de la herramienta para tener una buena
calidad en el proceso de ruteo.
La curva correspondiente al registro rut-14 en la figura 5.22 y rut-17 en la figura 5.23 tiene
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Figura 5.22: Tiempo Vs. Amplitud. Frecuencias de 4650 Hz. a 4659 Hz.Rut6, Rut12, Rut14.
un ma´ximo finalizando la parte que caracteriza una buena calidad e iniciando la parte de una
regular calidad en el proceso.
3Gra´fica en color verde, corresponde a madera Cedro
4Gra´fica en color azul y rojo, corresponde a madera Ceiba Amarilla
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Figura 5.23: Tiempo Vs. Amplitud. Frecuencias de 4650 Hz. a 4659 Hz.Rut6, Rut13, Rut17.
La gra´fica del registro rut-12 y rut-13 de la figura 5.22 y figura 5.23 respectivamente,
permanece con el ma´ximo, en buena parte donde la calidad es regular.
La gra´fica correspondiente al registro rut-6 en la figura 5.22 y 5.23, tiene una region ma´xi-
ma al finalizar la calidad regular e iniciar la mala calidad en el proceso de ruteo.
En las gra´ficas de la figura 5.24 y figura 5.25 se nota una caracterizacio´n similar a las de las
gra´ficas de la figura 5.22 y 5.23. Este rango de frecuencias de 4650 Hz a 4669 Hz caracteriza
bien el final de la buena calidad y el inicio de la regular en las maderas Sapa´n y Ceiba Amar-
illa, pero en el Cedro, registro rut-6, no se da e´sta misma caracterizacio´n.
Se intento´ encontrar patrones caracter´ısticos, fue posible encontrar alguna correspondencia
entre frecuencias y calidad del ruteo, aunque haciendo una ventada en frecuencia que estime
10 armo´nicos, con un ancho de 10 Hz, esto no permite discriminar con claridad cual frecuen-
cia o frecuencias se destacan en el momento en que la calidad de ruteo es buena, regular o mala.
Por otro lado se tomo´ un fragmento de sen˜al de un tiempo de 1 segundo, lo cual nos da
una ubicacio´n temporal con poca apreciacio´n.
La diferenciacio´n en frecuencia es igual para frecuencias bajas como para frecuencias altas,
en el primer rangos se tiene el promedio de 10Hz a 19 Hz y en frecuencias ma´s altas de 5000
Hz a 5009 Hz, lo cual nos da mayor apreciacio´n en frecuencias altas pero una apreciacio´n
muy baja en frecuencias bajas.
60
0 10 20 30 40 50 60
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
Buena Reg. Mala 
Cedro, Rut−6
Buena Reg. Mala 
Ceiba Amarilla,  Rut−12
Buena Reg. Mala 
Ceiba Amarilla,  Rut−14
Tiempo Vs Amplitud.           rut6 "G",  rut12 "B",  rut14 "R",           Frec. 4660 => 4669 Hz
A m
p l
i t u
d
Tiempo [0.1 seg]
Figura 5.24: Tiempo Vs. Amplitud. Frecuencias de 4660 Hz. a 4669 Hz.Rut6, Rut12, Rut14.
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Figura 5.25: Tiempo Vs. Amplitud. Frecuencias de 4660 Hz. a 4669 Hz.Rut6, Rut13, Rut17.
Los resultados del ana´lisis anterior son importantes y dan una idea de los armo´nicos que
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se presentan en cada zona donde existen calidades de ruteo diferentes en el proceso.
Como se ve´ıa en las gra´ficas de Frecuencia Vs. Tiempo B.1 a B.14 con corte en ampli-
tud constante, los patrones de frecuencia se desplazan a la derecha y luego a la izquierda, a
medida que la ruteadora penetra en la madera y aumenta el esfuerzo de la herramienta. En
diferentes tipos de madera estos corrimientos son diferentes para cada tipo de madera, por lo
anterior al usar ventanas en frecuencia de 10Hz estas no concuerdan en cada ana´lisis espectral.
Mientras para algunos registros la sen˜al caracteriza una buena calidad, en el proceso de
ruteo, en frecuencias entre 4600 Hz y 4669 Hz para otros registros se hace en el rango de
4690 Hz y 4699 Hz.
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Figura 5.26: Tiempo Vs. Amplitud. Frecuencias de 4690 Hz. a 4699 Hz.Rut6, Rut12, Rut14.
Se puede ver en la figura 5.26 y figura 5.27, la gra´fica correspondiente a madera Cedro
Rut-6, en la cual las frecuencias de 4690 Hz a 4699 Hz presentan ma´ximos donde la calidad
es regular en el proceso de ruteo, pero para los registros Rut-12 y Rut-13 en madera Ceiba
Amarilla e´sta frecuencias caracterizan una buena calidad en el proceso de ruteo.
En ninguna de las sen˜ales se puede determinar un patro´n claramente definido, que se repita
de igual manera en todas las muestras y caracterice con precisio´n la calidad sobre la superficie
ruteada. Se encontraron rangos aproximados, como las siguientes frecuencias que caracterizan
la calidad en el proceso de ruteo mostradas en la tabla 5.1.
Del ana´lisis hecho en e´sta seccio´n se puede concluir que el uso de transformada ra´pida
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Figura 5.27: Tiempo Vs. Amplitud. Frecuencias de 4690 Hz. a 4699 Hz.Rut6, Rut13, Rut17.
Rango de Calidad Calidad Calidad
Frecuencias Hz Buena Regular Mala
1880 - 1889 Parte Inicial Algunos Registros
2230 - 2239 Bien definido Bien definido
2750 - 2759 Bien definido Decae
3920 - 3939 Bien definido Algunos Registros
3960 - 3999 Bien definido Algunos Registros
4530 - 4539 Diferentes Partes Algunos Registros
4650 - 4669 Parte final Parte inicial Algunos Registros
Cuadro 5.1: Caracterizacio´n de la calidad de ruteo, diferentes tipos de madera
de Fourier por ventanas que se desplazan en el tiempo no logra caracterizar la calidad en el
proceso de ruteo, pero si nos da una buena aproximacio´n de las frecuencias que se emiten en
cada uno de los procesos, bien sea el de Calidad buena, Calidad Regular o Calidad Mala.
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5.2. ANA´LISIS DE DATOS USANDO WAVELETS
La calidad en el proceso de ruteo se ha clasificado para cada uno de las muestras como
se ve en las gra´ficas, desde la figura 5.28 a 5.41, en el inicio del eje x se tiene una linea roja
que indica una buena calidad en el proceso, luego una verde que indica una regular calidad
y posteriormente la azul, indicando una mala calidad en el proceso. El eje x representa el
tiempo y esta´ dado en muestras por segundo [12,000 mps]. En el eje y esta´ la escala de la
Wavelets donde la primera medida de escala es la que corresponde a la frecuencia aparente de
63,341 y la ultima escala corresponde a una frecuencia aparente de 300 Hz. Para los registros
Registro Rut-12 Registro Rut-13
Registro Rut-14 Registro Rut-17
Figura 5.28: Wavelet Daubechies orden 1
Rut-14 y Rut-17, de la Figura 5.28, se nota un aumento significativo de amplitud donde la
calidad en el proceso es mala, en la franja de escalas de 4.0452 a 10.4923 (frecuencia aparente
= 2955 Hz a 1139 Hz respectivamente) pero no es igualmente claro en los registros Rut-
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12 y Rut-13. Tambie´n se puede notar que la amplitud es baja escalas desde 1.887 a 22.491
(frecuencia aparente = 6334 Hz a 531 Hz respectivamente) donde la calidad de ruteo es muy
buena, esto es al inicio del proceso.
Para efectos de simplificar la caracterizacio´n cualitativa y darle un cara´cter ma´s cuantita-
tivo que nos permita establecer una descripcio´n, usaremos los siguientes te´rminos
Rb ≡ Ruteo bueno.
Rbr ≡ Ruteo entre bueno y regular o lo que es lo mismo, Ruteo entre regular y bueno.
Rr ≡ Ruteo regular.
Rrm ≡ Ruteo entre regular y malo o lo que es lo mismo, Ruteo entre malo y regular.
Rm ≡ Ruteo malo.
Por otro lado usaremos una escala que de una amplitud relativa, aproximada de la sen˜al de
salida, esto puede ser algo como :
1 ≡ una amplitud casi de cero, color blanco en las gra´ficas.
2 ≡ una amplitud leve, color rojo en las gra´ficas.
3 ≡ una amplitud media, color verde en las gra´ficas.
4 ≡ una amplitud media alta, color azul en las gra´ficas.
5 ≡ una amplitud alta, color azul oscuro en las gra´ficas.
Por ejemplo: De la figura 5.28 se pude concluir que: Muy buena calidad de Ruteo , equivale
a una baja amplitud en la Wavelets db1 entre las escalas 4,0452 y 10,923. Si se toma el te´rmino
”baja amplitud” como una aproximacio´n al termino 2, y buena calidad de ruteo como Rb se
tendra´:
Rb ≡ 2db1(4,0452 : 10,923) (5.1)
En el rango de escalas de 4,8947 a 5,9226 , para la misma Figura 5.28 se aumenta la
amplitud cuando la calidad es regular o mala, esto se presenta en los cuatro registros. Calidad
de Ruteo regular y mala (Rrym), equivale a una alta amplitud en la Wavelets db1 entre las
escalas 4,8947 y 5,9226 (frecuencia aparente = 2442 Hz a 2018 Hz respectivamente).
Rr
⊕
Rm ≡ db1(4,8947 : 5,9226) (5.2)
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Figura 5.29: Wavelet Daubechies orden 2
En la Figura 5.29 se muestran las gra´ficas, resultantes de la comparacio´n con la Wavelets
Daubechies de orden 2. En las escalas entre 3.27589 a 5.80344 (frecuencia aparente = 244,2
Hz a 137,8 Hz respectivamente), se puede caracterizar la calidad de ruteo como mala.
Rm ≡ db2(3,27589 : 5,80344) (5.3)
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Figura 5.30: Wavelet Daubechies orden 4
En la Figura 5.30 se muestran las gra´ficas de la comparacio´n con la Wavelets Daubechies
de orden 4. no hay un patron que a simple vista arroje alguna informacio´n, para las gra´ficas
Rut14 y Rut17 se puede dar que: Rbr ∨Rm ≡ 4db4(4,24696 : 7,5237) pero esto no se da para
las sen˜ales acu´sticas de Rut12 y Rut13 con la misma claridad.
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Figura 5.31: Wavelet Daubechies orden 8
Con la Wavelets Daubechies orden 8, Figura 5.31, al rededor de la escala de 1.528 (fre-
cuencia aparente = 5234 Hz ), se ve un pronunciamiento en las gra´ficas en la zona clasificada
como buena calidad de ruteo pero no es igualmente claro en todas las sen˜ales.
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Figura 5.32: Wavelet Daubechies orden 16
En el procesamiento con la Daubechies orden 16 no se ve un patron caracter´ıstico, figura
5.32.
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Figura 5.33: Wavelet Meyer Discreta
En la figura 5.33 se muestra el procesamiento con la Wavelets Meyer Discreta, aparecen
pronunciamientos que pueden caracterizar un mal ruteo esto es: Rm ≡ 4dmey(3,25 : 5,77).
para algunos registros esto se extiende en una franja ma´s amplia de escalas.
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Figura 5.34: Wavelet Meyer
Con la Wavelets Meyer, figura 5.34 los pronunciamientos aparecen en las regiones de mala
o regular calidad aunque no muy claramente definidos, Rr ∨Rrm ∨Rm ≡ 3meyr(3,39 : 8,79),
este no es muy claro.
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Figura 5.35: Wavelet Haar
En el ana´lisis con la Wavelets Haar, de la figura 5.35, se ve un nivel muy bajo, en los
primeros segundos de todos los registros, donde la calidad es buena, se podr´ıa establecer que
Rb ≡ 1Haar(1,88 : 27,21) esto es casi todo en rango de escalas de la Wavelets Haar, quitando
tan solo las primeras escalas.
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Figura 5.36: Wavelet Mexican hat
los registros procesados con la Wavelets Mexican Hat, figura 5.36, tienen una amplitud
muy baja al inicio del proceso de ruteo, caracterizando la buena calidad, donde la ruteadora
hace su menor esfuerzo. Aumenta su amplitud en las escalas entre 1,22 : 2,27, donde la
calidad es mala, pero tambie´n se aumenta la amplitud en otras regiones de algunas sen˜ales,
sin caracterizar exclusivamente la region de mala calidad en el ruteo.
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Registro Rut-12 Registro Rut-13
Registro Rut-14 Registro Rut-17
Figura 5.37: Wavelet Morlet
Con la Wavelets Morlet, figura 5.37 se da una ca´ıda en la amplitud en la region donde la
calidad es regular, en escalas muy bajas, esto es Rr ≡ 1morl(2,72 : 1,53), e´sta caracterizacio´n
se presento´ muy bien definida en casi todos los registros analizados. En escalas altas las
amplitudes son bajas, aumentan solo un poco en las zonas donde se representa una calidad
mala en el ruteo.
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Registro Rut-12 Registro Rut-13
Registro Rut-14 Registro Rut-17
Figura 5.38: Wavelet Symlets 0rden 4
Con las Wavelets Symlets orden 4, y las Wavelets Gaussiana, se presentan algunos pro-
nunciamientos de la amplitud pero solo en las zonas donde la calidad de ruteo es regular o
mala, Rr ∨ Rrm ∨ Rm, pero en general, al inicio del proceso, cuando la calidad es buena la
amplitud decae notablemente. estas Wavelets Symlets y Gaussiana tienen comportamientos
similares como se muestra en las figuras 5.38, 5.39, 5.40 y 5.41
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Registro Rut-12 Registro Rut-13
Registro Rut-14 Registro Rut-17
Figura 5.39: Wavelet Gaussiana 0rden 1
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Registro Rut-12 Registro Rut-13
Registro Rut-14 Registro Rut-17
Figura 5.40: Wavelet Gaussiana 0rden 2
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Registro Rut-12 Registro Rut-13
Registro Rut-14 Registro Rut-17
Figura 5.41: Wavelet Gaussiana 0rden 8
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Cap´ıtulo 6
CONCLUSIONES
6.1. CONCLUSIONES GENERALES
Se logro´ establecer que s´ı es posible encontrar una relacio´n entre la calidad en el proceso
de ruteo y las caracter´ısticas de la sen˜al acustica emitidas en e´ste proceso. La relacio´n se da
entre la calidad y los armo´nicos de la sen˜al, los cuales pueden ser encontrados con la teor´ıa
de Fourier, incluso con mejor apreciacio´n que con las Wavelet. Es de notar que la relacio´n no
es exacta ya que los armo´nicos no se generan en forma permanente ni bien localizada, tanto
en frecuencia como en el tiempo, aparecen en un ancho de banda difuso el cual no se puede
establecer con exactitud de forma nume´rica. Tambie´n la calidad en el ruteo no es una medida
exacta, es una descripcio´n cualitativa, por esto no se puede dar una localizacio´n exacta de la
zona donde hay buena, regular o mala calidad, ni de las zonas donde se da el paso entre uno
u otro tipo de calidad. Para algunas maderas se emiten armo´nicos indicando, muy bien, una
determinada calidad, pero en otro tipo de madera estos armo´nicos indican, de forma difusa,
ese mismo tipo de calidad.
6.2. CONCLUSIONES PARCIALES
La figura de ”C”invertida es clave para determinar la calidad del ruteo, al inicio, cuando
la calidad es buena se crean frecuencias al rededor de 4 Khz a medida que la herramienta
es forzada o existe mayor penetracio´n, la calidad disminuye y las frecuencias se desplazan a
un mayor rango, alcanzando los 5 KHz y s´ı se sigue forzando la herramienta se degrada la
calidad de ruteo y empieza a disminuir estas frecuencias hasta llegar de nuevo los 4 Khz,
posteriormente se llega a una mala calidad en el proceso y en este punto los armo´nicos que se
desplazaban en frecuencia, desaparecen, esto se pudo ver en las figuras B.1 a B.14.
Las frecuencias entre 3930 y 4000 Hz caracterizan una regular calidad en el proceso, esto es
el paso entre la buena a la mala calidad. Este rango de frecuencias es muy u´til para poder
disen˜ar un sistema de control donde la regla podr´ıa establecerse como: cada vez que se detecte
una cierta cantidad de estas frecuencias, equivale a acercarnos a una regular o mala calidad
en el proceso de ruteo.
Se pudo ver que la sen˜al acu´stica, que se da durante el proceso de ruteo, contiene muchos
ma´s armo´nicos mezclados de los que son caracter´ısticos de las oscilaciones producidas en la
ma´quina y se presentan en todo el proceso, sea una buena, regular o mala calidad de la
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superficie ruteada. A pesar que el motor gira a 25000 rpm. esto es a 416,66 rps, se encon-
tro´ informacio´n espectral sobre los 4 KHz.
El concepto de las Wavelets resulta tener aplicacio´n pero no fue necesario descomponer en
toda una familia de Wavelets ortogonal ya que se esta´ buscando un patro´n caracter´ıstico en
la sen˜al, ma´s no su reconstruccio´n. Se puede tomar una Wavelets como patro´n y hacer la
Convolucio´n con el registro de la sen˜al de sonido, de e´sta forma tendremos los coeficientes de
similitud a medida que pasa el tiempo, esto permite, de forma aproximada, una localizacio´n
en el tiempo y relacionar la sen˜al patron o Wavelets con la localizacio´n espacial en la superficie
de madera ruteada.
Para obtener informacio´n espectral en frecuencias del orden de la frecuencia de muestreo,
pero menores, es conveniente utilizar transformadas de Fourier por ventanas, el ancho de cada
linea espectral es inferior a la frecuencia fundamental, mientras que en las Wavelets, en es-
calas pequen˜as, se hace angosta en el tiempo pero en frecuencia se amplia el ancho de banda
, incluso cuando se esta´ cerca a la frecuencia de Nyquist, parte del espectro de frecuencia se
solapa y se ve reflejado en frecuencias bajas debido al aliasing, esto se puede ver en las gra´ficas
A.6 a A.8.
En ninguna de las sen˜ales se puede determinar un patro´n exactamente definido, que se repita
de igual manera en todas las muestras y caracterice con precisio´n la calidad sobre la superficie
ruteada. Se encontraron rangos aproximados. En la tabla 6.1 se muestran algunas frecuencias
que caracterizan la calidad en el proceso de ruteo, estas frecuencias de la tabla 6.1 son las que
se consideran, que logran una mejor caracterizacio´n.
Rango de Calidad Calidad Calidad
Frecuencias Hz Buena Regular Mala
1880 - 1889 Parte Inicial Algunos Registros
2230 - 2239 Bien Bien
2750 - 2759 Bien Decae
3920 - 3939 Bien Algunos Registros
3960 - 3999 Bien Algunos Registros
4530 - 4539 Diferentes Partes Algunos Registros
4650 - 4669 Parte final Parte inicial Algunos Registros
Cuadro 6.1: Caracterizacio´n de la calidad de ruteo
En el ana´lisis por Wavelets no se logro´ una caracterizacio´n muy precisa, se logro´ encontrar
algunos rangos de escalas de Wavelets que ten´ıan una relacio´n muy difusa con la caracteri-
zacio´n de la calidad, incluso en algunos registros se notaba ma´s que en otros. parece ser que la
caracterizacio´n es ma´s evidente al trabajar con las frecuencias entre los 4 KHz y los 5 KHz,
en este rango las Wavelets tienen un ancho de banda muy grande, involucra varias frecuencias
y se pierde ubicacio´n en frecuencia.
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6.3. RECOMENDACIONES.
Debido a la gran cantidad de armo´nicos se hace complicado lograr una caracterizacio´n
exacta. se recomienda crear filtros basados en la informacio´n que ya se tiene, que tengan
comportamientos similares a las Wavelets tipo campana de gauss, estos pueden ser creados
con funciones de la Wavelets Morlet, Gaussiana o Symlets.
Dado que los armo´nicos caracter´ısticos no esta´n exactamente definidos, ni la calidad de ruteo
esta´ exactamente determinada en la superficie ni en el momento de inicio o final de alguna
caracter´ıstica, se recomienda definir mediante variables lingu¨´ısticas la caracterizacio´n de la
calidad y usar lo´gica Difusa en la implementacio´n del hardware que se requiera para hacer de
este un sistema de control.
6.4. TRABAJOS FUTUROS.
Con este trabajo se ha podido demostrar que s´ı es posible hacer mediciones indirectas, de
sen˜ales acu´sticas, que permitan determinar la calidad en el proceso de ruteo sobre madera.
E´sta caracterizacio´n se logro´ mediante el aislamiento de algunos armo´nicos, su ana´lisis y
tambie´n usando Wavelets.
Se considera que se debe implementar el sistema (en la ma´quina ruteadora CNC ), mediante
filtros digitales y usar lo´gica difusa para hacer la relacio´n entre sen˜al acustica y calidad de
ruteo, en una tarjeta FPGA o en una DSP, y ponerlo a prueba en la ma´quina ruteadora tipo
CNC, teniendo en cuenta que en el momento de tener toda la ma´quina armada es posible que
se generen nuevos sistemas oscilantes y con ello nuevos armo´nicos en la sen˜al acustica. Ma´s
sin embargo ya se tienen los me´todos para hacer las correcciones necesarias basados en los
ana´lisis que se presentan en este trabajo.
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Ape´ndice A
MARCO TEO´RICO.
A.1. ESPACIOS VECTORIALES
[9] Iniciamos con el estudio de conceptos ba´sicos en espacios vectoriales, los cuales sirven
para el entendimiento de las transformaciones lineales de Fourier y ana´lisis mediante Wavelets.
A.1.1. Espacios vectoriales de dimensio´n finita.
Un espacio vectorial es un objeto compuesto que consta un cuerpo K y de un conjunto
de ”vectores”V , con dos operaciones binarias (+) y (•), que satisfacen ciertas propiedades
especiales. El mismo conjunto de vectores puede ser parte de distintos espacios vectoriales. El
nombre ”vector”se da a los elementos del conjunto V , por conveniencia, pues existe una gran
variedad de objetos que pueden ser vectores y que no se asemejan mucho al concepto que se
tiene de vector.
Definicio´n A.1 Espacio vectorial. Un espacio vectorial consta de lo siguiente:
1. Un cuerpo K de escalares;
2. Un conjunto V de objetos llamados vectores;
3. Una operacio´n binaria + : V × V → V tal que (x; y)→ x+ y, satisface:
a) x+ y = y + x
b) x+ (y + z) = (x+ y) + z
c) Existe un u´nico vector 0 ∈ V , llamado vector nulo, tal que x+ 0 = 0 +x = x, ∀x ∈ V
d) Para cada vector x ∈ V , existe un u´nico vector −x ∈ V , tal que x+ (−x) = 0
4. Una operacio´n externa (•) : K × V → V tal que (α, x) → αx, llamada multiplicacio´n
escalar, que satisface:
i) 1x = x,∀x ∈ V
ii) (αβ)x = α(βx)
iii) α(x+ y) = αx+ αy
iv) (α+ β)x = αx+ βx
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Ejemplo A.1 El espacio de n-tuples Kn. Sea K cualquier cuerpo, y sea V el conjunto
de todos los n-tuples x = (x1, x2, x3, ...., xn) de escalares xi ∈ K e y = (y1, y2, y3, ...., yn) con
yi ∈ K, la suma de x e y se define por:
x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3, ...., xn + yn) (A.1)
El producto de escalar c y el vector x se define por:
cx = (cx1, cx2, cx3, ...., cxn) (A.2)
Ejemplo A.2 El espacio de matrices m× n, Km×n. Sea K Cualquier cuerpo, y sea m y
n enteros positivos. Sea Fm×n el conjunto de todas las matrices m× n sobre el cuerpo K. La
suma de los vectores A y B en Fm×n se define por
(A+B)ij = Aij +Bij (A.3)
El producto de un escalar c y del vector A se define por:
(cA)ij = cAij (A.4)
Ejemplo A.3 El espacio de funciones de un conjunto en un cuerpo. Sea K cualquier
cuerpo, y sea S cualquier conjunto no vac´ıo. Sea V el conjunto de todas las funciones f : S →
K. La suma de dos vectores f y g de V es el vector f + g : S → K definida por
(f + g)(s) = f(s) + g(s) (A.5)
El producto del escalar c y el vector f es la funcio´n cf definida por
(cf)(s) = cf(s) (A.6)
Definicio´n A.2 Combinacio´n lineal.Un vector v ∈ V se dice combinacio´n lineal de los
vectores v1, v2, v3, ..., vn ∈ V , si existen escalares c1, c2, c3, ...., cn ∈ K tales que
v = c1v1 + c2v2 + c3v3 + ....+ cnvn =
n∑
i=1
civi (A.7)
Definicio´n A.3 Subespacio de un espacio vectorial. Sea V un espacio vectorial sobre el
cuerpo K. Un subespacio de V es un subconjunto W ⊂ V que con las operaciones de adicio´n
vectorial y multiplicacio´n escalar sobre V, es e´l mismo un espacio vectorial sobre K.
Teorema A.1 W ⊂ V , W 6= 0 es un subespacio de V ⇔ ∀x, y ∈ W y ∀c ∈ K, el vector
cx + y ∈ W . Si W contiene todos los cx + y, entonces sera´ un espacio vectorial (con las
propiedades heredadas de V).
Ejemplo A.4 El espacio de las funciones polinomios sobre el cuerpo K es un subespacio del
espacio de todas las funciones de F en F .
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Ejemplo A.5 Una matriz cuadrada n× n, sobre el cuerpo K es sime´trica si Aij = Aji para
todo i, j. Las matrices sime´tricas forman un subespacio del espacio de las matrices n×n sobre
K.
Teorema A.2 Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K. La interseccio´n de cualquier
coleccio´n de subespacios de V es un subespacio de V .
Definicio´n A.4 Subespacio generado. Sea S un conjunto de vectores de un espacio vecto-
rial V . el subespacio generado por S se define como la interseccio´n W de todos los subespacios
de V que contienen a S.
Teorema A.3 El subespacio generado por un subconjunto S no vac´ıo de un espacio vectorial
V es el conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores de S.
Definicio´n A.5 Dependencia lineal. Sea V un espacio vectorial sobre K. S ⊂ V se
dice linealmente dependiente si existen vectores distintos x1, x2, x3, ...., xn de S y escalares
c1, c2, c3, ...., cn de K, no todos nulos, tales que c1x1 + c2x2 + c3x3 + ....+ cnxn = 0.
Un conjunto que no es linealmente dependiente se dice linealmente independiente. Como
consecuencia de e´sta definicio´n se tiene que:
Todo conjunto que contiene el vector no nulo es linealmente dependiente.
Un conjunto S es linealmente independiente si y so´lo si todo subconjunto finito de S es
linealmente independiente.
Definicio´n A.6 Base de un espacio vectorial. Sea V un espacio vectorial sobre K. Una
base de V es un conjunto de vectores linealmente independientes de V , que genera un espacio
V . El espacioV es de dimensio´n finita si tiene una base finita.
Teorema A.4 Si W1 y W2 son subespacios de dimensio´n finita de un espacio vectorial, en-
tonces
dimW1 + dimW2 = dim(W1 ∩W2) + dim(W1 +W2) (A.8)
Definicio´n A.7 Transformacio´n lineal. Sea V y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo
K. Una transformacio´n Γ : V →W es una transformacio´n lineal si:
Γ(cx+ y) = c(Γx) + Γy x, y ∈ V y ∀c ∈ K (A.9)
Ejemplo A.6 Sea K un cuerpo y sea V el espacio vectorial de las funciones polinomios de
grado k. Sea D : V → V definida por (Df)(x) = c1 + 2c2x+ 3c3x2....+ kckxk−1. Entonces D
es una transformacio´n lineal.
Ejemplo A.7 Sea < el cuerpo de los nu´meros reales y sea V el espacio de todas las funciones
continuas de < en <. Se define T : V → V por (Tf)(x) =∈x0 f(t)dt. Entonces T es una trans-
formacio´n lineal. La funcio´n Tf es continua y tiene primera derivada continua. La linealidad
de las integraciones es una de sus propiedades fundamentales.
85
Definicio´n A.8 Espacio nulo y rango de una transformacio´n lineal. Sea V y W dos
espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sea T : V →W una transformacio´n lineal. El espacio
nulo de T es el conjunto de todos los vectores x de V tal que Tx = 0. Si V es de dimensio´n
finita, el rango de T es la dimensio´n de la imagen de T , y la nulidad de T es la dimensio´n
del espacio nulo de T .
Teorema A.5 Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sea T : V →W una
transformacio´n lineal. Si dimV < ∞, entonces rango(T ) + nulidad(T ) = dimV . Si V es un
espacio vectorial sobre el cuerpo K, una transformacio´n lineal F : V → K se llama funcio´n
lineal sobre V .
Ejemplo A.8 Sea n ∈ ℵ y K un cuerpo. Si A ∈ Kn×n la traza de A es el escalar
trA = a11 + a22 + a33 + ....+ ann. (A.10)
La funcio´n traza es un funcional en el espacio de las matrices Kn×n.
Ejemplo A.9 Sea [a, b] ⊂ < y sea C([a, b]) el espacio de las funciones reales continuas sobre
[a, b]. Entonces
L(g) =
∫ b
a
g(t)dt (A.11)
define un funcional lineal L en C([a, b]).
Si V es un espacio vectorial, el conjunto de los funcionales lineales sobre V forman, natural-
mente, un espacio vectorial. Este es el espacio L(V,K). Se designa este espacio por V ∗ y se
llama espacio dual del espacio V :
V ∗ = L(V,K) (A.12)
Si V es de dimensio´n finita dimV ∗ = dimV .
Sea β = {v1, v2, v3, ...., vn} una base de V . Para cada i existe un funcional lineal u´nico fi en
V , tal que fi(vj) = δij 1 . De e´sta forma se obtiene de β un conjunto de n funcionales
lineales distintos f1, f2, ...., fn sobre V . Estos funcionales son linealmente independientes y
como dimV ∗ = n, deben ser tales que β = {f1, f2, ...., fn} es una base de V ∗. E´sta base se
llama base dual de β.
Teorema A.6 Sea V (K) un espacio vectorial con dimV = n y sea β = {v1, v2, ...., vn} una
base de V . Entonces existe una u´nica base dual β∗ = {f1, f2, ...., fn} de V ∗ tal que fi(vj) = δij .
Para cada funcional lineal f sobre V se tiene:
f =
n∑
i=1
f(vi)fi (A.13)
y para cada vector v ∈ V se tiene
v =
n∑
i=1
fi(v)vi (A.14)
1δi,j = 1 si i = j, y δi,j = 0 si i 6= j
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E´sta ecuacio´n dice que si β = {v1, v2, ...., vn} es una base ordenada de V y β∗ = {f1, f2, ..., fn}
es la base dual, entonces fi es precisamente la funcio´n que asigna a cada vector v ∈ V la i-
e´sima coordenada de v respecto a la base ordenada β.
A las transformaciones lineales de V en V se les llama frecuentemente operadores lineales
en V .
Si T es un operador lineal en V tal que: (i) es uno a uno y (ii) aplica V sobre V , se dice que
T es regular o invertible. En este caso T−1 es lineal y T (T−1)(x) = T−1(T (x)) = x.
Definicio´n A.9 Sea L(X,Y ) el conjunto de todas las transformaciones lineales del
espacio vectorial X en el espacio vectorial Y . Si T, F ∈ L(X;Y ) y c, k son escalares, se
define cT + kF por
(cT + kF )(x) = cT (x) + kF (x), x ∈ X. (A.15)
Si X,Y, Z son espacios vectoriales, si T ∈ L(X,Y ) y F ∈ L(Y ;Z), se define el producto
FT por
(FT )x = F (Tx), x ∈ X. (A.16)
Entonces FT ∈ L(X,Z). Observemos que FT no es necesariamente igual, incluso cuando
X = Y = Z.
Para T ∈ L(<n,<m), se define la norma ‖T‖ de T como el extremo superior de todos
los nu´meros |Tx|, donde x var´ıa en <n con |x| 5 1.
Obse´rvese que la desigualdad |Tx| 5 |T ||x| se cumple para todo x ∈ <n. Adema´s, si λ es tal
que |Tx| 5 λ|x|, ∀x ∈ <n, entonces |T | 5 λ.
A.1.2. Espacios con producto interno
Un producto interno sobre un espacio vectorial es una funcio´n con propiedades similares
a las del producto escalar en <3, y en te´rminos de tal producto se puede tambie´n definir
longitud y a´ngulo. La nocio´n general de a´ngulo se restringira´ al concepto de ortogonalidad de
vectores.
Definicio´n A.10 Sea K = < ◦ C y V (K). Un producto interno sobre V es una funcio´n
que asigna a cada par ordenado de vectores x, y de V un escalar 〈x, y〉 de K, de tal modo que
∀x, y ∈ V y ∀c ∈ K tenemos:
(a) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉;
(b) 〈cx, y〉 = c〈x, y〉;
(c) 〈y, x〉 = 〈x, y〉, donde el super-rayado denota conjugacio´n compleja;
(d) 〈x, x〉 > 0 si y so´lo si x 6= 0;
(e) 〈x, cy + z〉 = c¯〈x, y〉+ 〈x, z〉. Obse´rvese que (a),(b) y (c) implican (e).
Es claro que si K = < la conjugacio´n compleja no se acciona.
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Ejemplo A.10 En Kn se define el producto interno cano´nico sobre x = (x1, x2, ...., xn) e
y = (y1, y2, ...., yn) por
〈x, y〉 =
n∑
j=1
xjyj = xy∗ Cuando K = <, 〈x, y〉 =
n∑
j=1
xjyj (A.17)
Ejemplo A.11 Sea V = Kn×n, el espacio de las matrices n× n sobre K . MV es isomorfo a
Kn
2
, luego 〈A,B〉 = ∑j,k AjkBjk define un producto interno sobre V . Adema´s, si se introduce
la matriz transpuesta conjugada B∗, donde B∗kj = Bjk este producto interno se puede expresar
mediante la funcio´n traza
〈A,B〉 = tr(AB∗) = tr(B∗A) (A.18)
Ejemplo A.12 Sea V el espacio vectorial de las funciones continuas de valor complejo en el
intervalo unitario, 0 ≤ t ≤ 1. En V se define el producto interno
〈f, g〉 =
∫ 1
0
f(t)g(t)dt (A.19)
En el espacio de funciones reales se omite la conjugacio´n.
Es u´til saber que un producto interno sobre un espacio vectorial, real o complejo, esta´ de-
terminado por otra funcio´n, la llamada forma cuadrada determinada por el producto
interno. Para definirla se representa primero la norma o longitud de x respecto al producto
interno por ‖x‖ = √〈x, x〉. La forma cuadra´tica determinada por el producto es la funcio´n
que asigna a cada vector x el escalar ‖x‖2. Por las propiedades del producto interno se sigue:
‖x± y‖2 = ‖x‖2 ± 2Re〈x, y〉+ ‖y‖2, ∀x, y (A.20)
En el caso real 〈x, y〉 = 1
4
‖x+ y‖2 − 1
4
‖x− y‖2 (A.21)
En el caso complejo 〈x, y〉 = 1
4
‖x+ y‖2 − 1
4
‖x− y‖2 + i
4
‖x+ iy‖2 − i
4
‖x− iy‖2(A.22)
Estas igualdades se llaman identidades de polarizacio´n.
Definicio´n A.11 Espacio producto interno. Es un espacio real o complejo junto con un
producto interno definido en ese espacio.
Un espacio producto interno real de dimensio´n finita se llama espacio Euclidiano. Un espacio
con producto interno complejo se llama espacio unitario.
Teorema A.7 Si V es un espacio producto interno, entonces ∀x, y ∈ V y ∀c ∈ K tenemos:
1. ‖cx‖ = |c|‖x‖;
2. ‖x‖ > 0, para x 6= 0;
3. ‖〈x, y〉‖ ≤ ‖x‖‖y‖; Desigualdad de Cauchy-Schwarz
4. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
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Definicio´n A.12 Sea V un espacio producto interno y sean x, y ∈ V . Entonces x es or-
togonal a y si 〈x, y〉 = 0, y se dira´ que x e y son ortogonales. Si S ⊂ V es un conjunto de
vectores, se dice que S es un conjunto ortogonal siempre que todos los pares distintos de S
sean ortogonales. Un conjunto ortonormal es un conjunto S tal que
‖x‖ = 1, ∀x ∈ S (A.23)
Ejemplo A.13 1. El vector cero es ortogonal a todo vector de V y es el u´nico vector con
esa propiedad.
2. La base cano´nica en <n◦Cn es un conjunto ortonormal con respecto al producto interno
cano´nico.
3. El vector (x, y) es ortogonal a (−y, x) con respecto al producto interno cano´nico en <2.
4. Sea V = C([0, 1]), espacio de funciones continuas de valor complejo o real en el intervalo
0 ≤ x ≤ 1 con el producto interno
〈f, g〉 =
∫ 1
0
f(x)g(x)dx (A.24)
Si fn(x) =
√
2 cos(2pinx) y gn(x) =
√
2 sin(2pinx), entonces el conjunto de funciones
{1, f1, g1, f2, g2, ...} es un conjunto infinito ortonormal. En el caso complejo se pueden
formar combinaciones de la forma:
1√
2
(fn + ign), n = 1, 2, 3, .... (A.25)
obtenie´ndose un nuevo conjunto ortonormal S que consta de todas las funciones
hn(x) = ei2pinx, n = ±1,±2,±3, ... (A.26)
5. El nu´mero real ‖f‖ = 〈f, f〉 12 es la norma de f . Si f, g son ortogonales, entonces
‖f + g‖2 = 〈f + g, f + g〉 = 〈f, f〉+ 〈g, f〉+ 〈f, g〉+ 〈g, g〉 = ‖f‖2 + ‖g‖2 (A.27)
6. Si f, g son vectores cualesquiera con f 6= 0, entonces h = g − 〈f,g〉〈f,f〉f es ortogonal a f , y
con estos se prueba la desigualdad de Schwarz
|〈f, g〉| ≤ ‖f‖‖g‖ (A.28)
7. El problema de aproximacio´n tiene una importante significacio´n en espacios de dimen-
sio´n infinita, sin embargo tiene un sencillo significado en espacios finito dimensionales.
Sean u1, u2, un par de vectores ortogonales unitarios en <3, y sea x ∈ <3 otro vector
cualquiera. Queremos aproximarlos a x por una combinacio´n lineal y = a1u1 + a2u2. La
aproximacio´n ha de encontrarse en el plano que pasa por el origen y esta´ determinado por
los vectores u1 y u2. Tomamos como error de la aproximacio´n E = |x−y| = 〈x−y, x−y〉2
E´sta es la ra´ız del error cuadra´tico, y la mejor aproximacio´n y es la que minimiza el
error. E´sta distancia |x − y| se minimiza tomando como aproximacio´n y, la proyeccio´n
ortogonal de x sobre el plano. Por tanto la mejor aproximacio´n y, se obtiene tomando
ai = 〈x, ui〉. La extensio´n de este resultado a cualquier espacio vectorial V es directa.
Teorema A.8 Un conjunto ortogonal de vectores no nulos es linealmente independiente.
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A.1.3. Espacios vectoriales de dimensio´n infinita.
Una de las formas ma´s fa´ciles de obtener un espacio vectorial de dimensio´n infinita es
prolongando <n, el espacio de n-tuples de nu´meros reales, al espacio de sucesiones infinitas
de nu´meros reales. Si x = (x1, x2, x3, ...., ) e y = (y1, y2, y3, ....) son sucesiones infinitas de
nu´meros reales, diremos que x = y si xi = yi ∀i ∈ ℵ. El conjunto de estas sucesiones forma
un espacio vectorial con la adicio´n y multiplicacio´n por un escalar conocidas. Pretendemos
tener un producto interno en espacio, luego tenemos que restringir las sucesiones en alguna
forma. Deseamos definir el producto interno
〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3 + .... =
∞∑
i=1
xiyi (A.29)
y por tanto la norma es de la siguiente forma
‖x‖ =
( ∞∑
i=1
x2i
) 1
2
(A.30)
Como ahora estamos tratando con sucesiones infinitas, para asegurar la convergencia re-
stringiremos las sucesiones a aquellas tales que
∑∞
i=1 x
2
i < ∞. Como se ha impuesto una
restriccio´n, es necesario verificar los axiomas de espacio vectorial. So´lo verificaremos cerradu-
ra de la suma.
Si:
∞∑
i=1
x2i <∞ y
∞∑
i=1
y2i <∞ (A.31)
consideramos 0 ≤ (|xi| − |yi|)2 = x2i + y2i − 2|xiyi| (A.32)
tenemos que 2|xiyi| ≤ x2i + y2i (A.33)
y entonces (xi + yi)2 = x2i + y
2
i + 2xiyi (A.34)
y
∞∑
i=1
(xi + yi)2 ≤ 2
∞∑
i=1
x2i + 2
∞∑
i=1
y2i <∞ (A.35)
La verificacio´n de los otros axiomas se hace por ca´lculo directo. Para el producto interno
tenemos
que |xiyi| ≤ 12(x
2
i + y
2
i ) (A.36)
y entonces
∞∑
i=1
|xiyi| ≤ 12
∞∑
i=1
x2i +
1
2
∞∑
i=1
y2i (A.37)
lo que muestra que
∞∑
i=1
xiyi converge absolutamente (A.38)
Las cinco propiedades del producto interno son fa´ciles de verificar. As´ı mostramos que el
conjunto de sucesiones es un espacio vectorial real con producto interno.
Consideremos el conjunto infinito de vectores (ei), tenemos que
∑∞
i=1 xiei. E´sta es una serie
infinita de vectores, as´ı que debemos definir lo que entendemos por convergencia de una de
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tales series.
Sea xn el vector de la suma parcial xn =
∑∞
i=1 xiei. Entonces
‖xn − x‖ =
( ∞∑
i=n+1
x2i
) 1
2
→ 0 cuando n→∞ (A.39)
puesto que la serie
∞∑
i=1
x2i converge (A.40)
Definicio´n A.13 Si V es un espacio de dimensio´n infinita con un producto interno, entonces
{v1, v2, v3, ....} es una base ortonormal si:
1. 〈vi, vj〉 = δi,j , con i, j = 1, 2, 3, ....
2. La serie
∑∞
i=1 xivi converge a x, ∀x ∈ V donde xi = 〈x, vi〉 es la coordenada de x
respecto a vi
Definicio´n A.14 Si V es un espacio de dimensio´n infinita con su norma, una sucesio´n de
vectores {xn}∞n=1 es una sucesio´n de Cauchy si
l´ım ‖xn − xm‖ = 0, n,m→∞ (A.41)
o en otra forma, si
∀ > 0,∃N tal que ‖xn − xm‖ <  cuando n,m > N (A.42)
Teorema A.9 Sea V (K) con dimV =∞ con una norma. Si una sucesio´n de vectores {xn}∞n=1
converge a x en V , entonces la sucesio´n es una sucesio´n de Cauchy. El inverso de este teorema
no es, en general, verdadero.
Los espacios en que toda sucesio´n de Cauchy converge a un vector en el espacio se llaman
espacios completos.
Definicio´n A.15 Sea V un espacio vectorial con una norma. V es un espacio completo si
toda sucesio´n de Cauchy en V converge a un vector en V . Un espacio vectorial normado y
completo se llama espacio de Banach. Si la norma es derivada de un producto interno, el
espacio se llama espacio de Hilbert.
Teorema A.10 El espacio l2(<) = {{xn}∞n=1|
∑∞
i=1 x
2
i < ∞}, con un producto interno
〈x, y〉 = ∑∞i=1 xiyi es completo.
En espacios de dimensio´n infinita, se pueden encontrar infinitos conjuntos de funciones ortonor-
males.
Ejemplo A.14 Encontrar un conjunto de polinomios ortonormales en C[−1, 1]. El producto
escalar es
〈f, g〉 =
∫ 1
−1
f(x)g(x)dx (A.43)
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Solucio´n. Comenzamos con una funcio´n constante h1(x) = c.∫ 1
−1
h1(x)h1(x)dx = 1 ⇒ c = 1√
2
⇒ h1(x) = 1√
2
(A.44)
Seguimos con una funcio´n lineal h2(x) = ax+ b.∫ 1
−1
h1(x)h2(x)dx = 0 ⇒
∫ 1
−1
ax+ b√
2
dx = 0,
√
2b = 0 (A.45)
y considerando que b = 0 en h2∫ 1
−1
h2(x)h2(x)dx = 1 ⇒
∫ 1
−1
a2x2dx = 1, ⇒ 2a
2
3
= 1 (A.46)
y as´ı a =
√
3√
2
h2(x) =
√
3√
2
x (A.47)
Ahora consideremos una funcio´n cuadra´tica de la forma h3(x) = rx2 + kx+ l
Las constantes r, k, l se determinan desde las tres condiciones∫ 1
−1
h2(x)h3(x)dx = 0
∫ 1
−1
√
3√
2
x(rx2 + kx+ l)dx =
√
3√
2
k = 0 k = 0 (A.48)
∫ 1
−1
h1(x)h3(x)dx = 0
∫ 1
−1
rx2 + kx+ l√
2
dx =
√
2r
3
+
√
2l = 0 r = −3l (A.49)
∫ 1
−1
h3(x)h3(x)dx = 1 l2
∫ 1
−1
(−3x2 + 1)2dx = 8
5
l2 = 1 l =
√
5
2
√
2
(A.50)
Los tres primeros polinomios son:
h1(x) =
1√
2
, h2(x) =
√
3√
2
x, h3(x) =
√
5(3x2 − 1)
2
√
2
(A.51)
Este proceso se puede continuar indefinidamente. En el n-e´simo paso hay n constantes por
determinar de n − 1 condiciones de ortogonalidad ma´s una condicio´n de normalizacio´n. El
polinomio general es
hn =
√
2n− 1
2
Pn−1(x), (A.52)
donde Pn(x) es el Polinomio de Legendre dado por
Pn(x) =
1
2nn!
dn
dxn
(x2 − 1)n (A.53)
Teorema A.11 Si f1, f2, f3, .... es una base ortonormal, entonces la mejor aproximacio´n∑n
k=1 akfk de g esta´ dada tomando
ak = 〈g, fk〉 (A.54)
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El error cuadra´tico mı´nimo es
E2n(g) = ‖g‖2 −
n∑
k=1
|ak|2 (A.55)
Los coeficientes ak = 〈g, fk〉 se llaman coeficientes de Fourier de g con respecto a la sucesio´n
ortonormal f1, f2, f3, .... La aproximacio´n
∑n
k=1 |akfk|2 se llama n-e´sima aproximacio´n de
Fourier. Como E2n(g) ≥ 0 es no creciente, l´ım→∞E2n(g) existe y tambie´n
∑n
k=1 |ak|2. De
donde
0 ≤ l´ım
n→∞E
2
n(g) = ‖g‖2 −
n∑
k=1
|ak|2, (A.56)
luego
n∑
k=1
|ak|2 ≤ ‖g‖2, (A.57)
E´sta u´ltima ecuacio´n se conoce como Desigualdad de Bessel.
Ejemplo A.15 Determine la mejor aproximacio´n cuadra´tica media de |x| por un polinomio
de grado 4 sobre el intervalo [−1, 1]. Calculase la ra´ız del error cuadra´tico medio.
Solucio´n. Los polinomios de Legendre normalizados son
hn(x) =
√
2n+ 1
2
Pn(x) (A.58)
Como todo polinomio de grado n puede expresarse como una combinacio´n lineal de los
primeros n polinomios de Legendre, sigue que la mejor aproximacio´n cuadra´tica media de
|x| de grado n sobre [−1, 1] es
sn(x) =
n∑
k=1
akhk(x) donde ak =
∫ 1
−1
|x|hk(x)dx (A.59)
Como Pk(x) es impar si k es impar y par si k es par,
a2k+1 = 0 y a2k = 2
∫ 1
0
xh2k(x)dx (A.60)
h0(x) =
1√
2
, h2(x) =
1
2
√
5
2
(3x2−1), h4(x) = 3
8
√
2
(35x4−30x2+3) (A.61)
De aqu´ı
a0 =
1√
2
, a2 =
1
4
√
5
2
, a4 = − 1
8
√
2
, (A.62)
y la mejor aproximacio´n cuadra´tica media de grado 4 es
s4(x) =
1
2
+
5
16
(3x2 − 1)− 3
128
(35x4 − 30x2 + 3) = 1
128
(−105x4 + 210x2 + 15) (A.63)
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E24 =
∫ 1
−1
|x|2dx−
(
1
2
+
5
32
+
1
128
)
=
1
384
(A.64)
e4 =
1√
768
(A.65)
Definicio´n A.16 Sean dos funciones f(t), g(t) ∈ L2[a, b] (conjunto de funciones reales cuyo
cuadrado es integrable en el intervalo [a, b]). El producto interno de dos funciones se
define como:
〈f(t), g(t)〉 =
∫ t2
t1
f(t) · g(t)dt (A.66)
Definicio´n A.17 Dos funciones reales f(t) y g(t) se dicen ortogonales entre s´ı, si su pro-
ducto interno es cero:
〈f(t), g(t)〉 =
∫ t2
t1
f(t) · g(t)dt = 0 (A.67)
Definicio´n A.18 Un conjunto de vectores {v1, v2, v3, ....} se dice que es ortonormal, si todos
los vectores de este conjunto son ortogonales entre s´ı, y la norma de cada uno de ellos es igual
a uno. Esto puede ser expresado como:
〈vm, vn〉 = δmn (A.68)
Similarmente, un conjunto de funciones φk(t), k = 1, 2, 3, .... definidas en [t1, t2] se dice que es
ortonormal si:
〈φk(t) · φl(t)〉 =
∫ t2
t1
φk(t) · φl(t)dt = δkl (A.69)
Ejemplo A.16 Probar que el conjunto {(3, 7), (−7, 3)} es ortogonal. Obtenga una base ortonor-
mal a partir de esta.
Solucio´n.
〈[3, 7], [−7, 3]〉 = 3 ∗ (−7) + 7 ∗ 3 = 0 (A.70)
lo que prueba la ortogonalidad entre estos dos vectores. Ahora debemos obtener una base
ortonormal a partir del conjunto anterior.
‖[3, 7]‖ =
√
〈[3, 7], [3, 7]〉 = √3 ∗ 3 + 7 ∗ 7 =
√
58 (A.71)
‖[−7, 3]‖ =
√
〈[−7, 3], [−7, 3]〉 =
√
(−7) ∗ (−7) + 3 ∗ 3 =
√
40 (A.72)
ninguna de estas bases cumple con tener norma igual a uno, pero si expresamos ambos vectores
como una combinacio´n lineal de otros vectores, de la forma
[3, 7] = 3 ∗ [1, 0] + 7 ∗ [0, 1] (A.73)
[−7, 3] = −7 ∗ [1, 0] + 3 ∗ [0, 1] (A.74)
y calculamos el producto interno
〈[1, 0], [0, 1]〉 = 1 ∗ 0 + 0 ∗ 1 = 0 (A.75)
〈[1, 0], [1, 0]〉 = 1 ∗ 1 + 0 ∗ 0 = 1 (A.76)
〈[0, 1], [0, 1]〉 = 0 ∗ 0 + 1 ∗ 1 = 1 (A.77)
obtenemos una base ortonormal {[1, 0], [0, 1]}.
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A.1.4. Ca´lculo de los coeficientes.
El ca´lculo de los coeficientes ck debe ser ra´pido y eficiente, por lo que un me´todo con estas
caracter´ısticas debe ser implementado. La caracter´ıstica de ortonormalidad de las funciones
fk nos sera´ de gran ayuda en e´sta tarea, pues remitira´ el ca´lculo a una integral.
Sea g(t) una funcio´n en V ⊂ L2(<), entonces
g(t) = a−∞(t)f−∞(t)+....+a−1(t)f−1(t)+a0(t)f0(t)+a1(t)f1(t)+....+ak(t)fk(t)+....+a∞(t)f∞(t)
(A.78)
si hacemos el producto vectorial de e´sta ecuacio´n con fk tenemos
〈g(t), fk(t)〉 =a−∞(t)〈f−∞(t), fk(t)〉+ ....
+ a−1(t)〈f−1(t), fk(t)〉+ a0(t)〈f0(t) + a1(t)〈f1(t), fk(t)〉+ .
...ak(t)〈fk(t), fk(t)〉+ ....+ a∞(t)〈f∞(t), fk(t)〉
(A.79)
pero como sabemos que el conjunto de funciones fk es ortogonal, so´lo uno de los infinitos
productos internos de la parte derecha de la ecuacio´n sera no nulo
〈g(t), fk(t)〉 = ak(t)〈fk(t), fk(t)〉 (A.80)
adema´s este conjunto de funciones es ortonormal por lo que
ak = 〈g(t), fk(t)〉 (A.81)
lo que es lo mismo
ak =
∫
g(t), fk(t)dt (A.82)
as´ı el producto interno entre la funcio´n g(t) con la funcio´n base fk(t) nos entrega el corre-
spondiente coeficiente ak. Si reemplazamos ak = 〈g(t), fk(t)〉 en
g(t) =
∑
akfk(t) con a, t ∈ R
obtenemos g(t) =
∑
k∈Z
< g(t), f(t) > fk(t)
(A.83)
ecuacio´n que nos entregara de vuelta la sen˜al original g(t). Esto es el fundamento del teorema
de Parseval, que dice que la norma de la energ´ıa puede ser particionada en te´rminos de la
expansio´n de coeficientes ak, lo que se expresa matema´ticamente como sigue∫
|g(t)|2dt =
∑
k∈Z
|ak|2 (A.84)
Entonces se deduce que cualquier sen˜al de energ´ıa finita puede ser descompuesta en un con-
junto de coeficientes asociados a una funcio´n base.
A.2. TEORI´A DE FOURIER.
En e´sta seccio´n se estudia los temas de Serie de Fourier, Transformada de Fourier, Trans-
formada discreta de Fourier, los cuales son base de la teor´ıa de las Wavelets. La teor´ıa de
Fourier descompone una funcio´n continua, definida en un intervalo, en funciones senoidales
o cosenoidales, sin contemplar la ubicacio´n esto es, descompone una funcio´n definida en un
intervalo en funciones armo´nicas estacionarias.
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A.2.1. Motivacio´n f´ısica
[16] Dos fuentes importantes de la serie de Fourier son los modelos matema´ticos para la
cuerda vibrante y el flujo de calor en so´lidos.
La cuerda vibrante El primer uso sistema´tico de las series trigonome´tricas se puede hallar
en el trabajo de Daniel Bernoulli (1753) sobre la cuerda vibrante. Un movimiento armo´nico
simple de una cuerda de longitud pi se define por la formula.
f(x, t) = A sin(nx) cos(nt− α) (A.85)
Para las constantes apropiadas A,α, y para n = 1, 2, 3, .... donde A es la amplitud, n es la
frecuencia angular y α es el corrimiento en la fase.
El movimiento armo´nico simple es una solucio´n de la ecuacio´n diferencial ftt = fxx 2, la
cual se supone que describe el pequen˜o desplazamiento transversal f(x, t) de una cuerda tensa
cuyos extremos esta´n fijos en x = 0 y x = pi.
Se obtienen movimientos armo´nicos mu´ltiples, ma´s complejos, por la superposicio´n lineal.
f(x, t) =
N∑
n=1
An sin(nx) cos(nt− αn) (A.86)
Las funciones de e´sta forma se pueden usar para satisfacer varias condiciones iniciales, si
se dan los valores de f y la derivada parcial ∂f/∂t, cuando t = 0. Esto es posible siempre que
f(x, 0) y ∂f/∂t(x, 0) se expresen como combinaciones lineales finitas
∑N
n=1 an sin(nx). Para
trabajar con estas sumas trigonome´tricas, se observa la propiedad de ortogonalidad, que se
expresa como. ∫ pi
0
sin(mx) sin(nx)dx = 0, m 6= n. (A.87)
Si una funcio´n tiene la forma f(x) =
∑N
k=1 ak sin(kx), entonces se debe tener
∫ pi
0 f(x) sin(nx)dx =
0 para n > N .
Flujo de calor en los so´lidos El estudio del flujo del calor en un anillo circular, que se
supone tiene circunferencia 2pi, sugiere series trigonome´tricas ma´s generales. En este modelo,
resulta natural suponer que la temperatura u(x, t) es una funcio´n perio´dica de x, de periodo 2pi,
(pero no perio´dica en el tiempo). Fourier(1822) formulo´ la ecuacio´n del calor ut = uxx3, para
describir la evolucio´n en el tiempo de la temperatura. E´sta se satisface por cualquier funcio´n
de la forma [An cos(nx) +Bn sin(nx)]e−n
2t, en donde n = 0, 1, 2, 3, ....t ≥ 0 y −pi < x ≤ pi. Si
se toman combinaciones lineales de estas funciones, se llega a una ”solucio´n general”
u(x, t) =
N∑
n=0
(An cos(nx) +Bn sin(nx))e−n
2t (A.88)
2es equivalente a ∂
2f
∂t2
= ∂
2f
∂x2
3es equivalente a ∂f
∂t
= ∂
2f
∂x2
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E´sta se ajustara´ a un perfil de temperatura inicial f(x), si y so´lo si f se expresa como una
suma trigonome´trica
f(x) =
N∑
n=0
(An cos(nx) +Bn sin(nx)) (A.89)
Los coeficientes An, Bn se hallan si se aplican las relaciones de ortogonalidad:∫ pi
−pi
sin(mx) sin(nx)dx = 0 para los m 6= n (A.90)∫ pi
−pi
cos(mx) cos(nx)dx = 0 para los m 6= n (A.91)∫ pi
−pi
sin(mx) cos(nx)dx = 0 para todo m,n (A.92)
junto con la norma
∫ pi
−pi sin
2(nx)dx = pi =
∫ pi
−pi cos
2(nx)dx, n = 1, 2, 3, .... Por tanto,
A0 =
1
2pi
∫ pi
−pi
f(x)dx (A.93)
An =
1
pi
∫ pi
−pi
f(x) cos(nx)dx n = 1, 2, 3, .... (A.94)
Bn =
1
pi
∫ pi
−pi
f(x) sin(nx)dx n = 1, 2, 3, .... (A.95)
(A.96)
La tesis de Fourier es que (A.89) seguira´ siendo verdadera para N = ∞, si los coeficientes
An, Bn se definen por estas fo´rmulas. Esto se hace con la mayor facilidad en el caso que la
serie
∑∞
n=0(|An|+ |Bn|) converja.
A.2.2. Serie de Fourier.
[17] El conjunto de funciones
1, cos
pi
p
x, cos
2pi
p
x, ...., sin
pi
p
x, sin
2pi
p
x, sin
3pi
p
x, .... (A.97)
es ortogonal en el intervalo −p ≤ x ≤ p. Supongamos que f es una funcio´n definida en el
intervalo −p ≤ x ≤ p que puede ser desarrollada en serie trigonome´trica,
f(x) =
a0
2
+
∞∑
n=1
(
an cos
npi
p
x+ bn sin
npi
p
x
)
(A.98)
Entonces los coeficientes a0, a1, a2, ....b1, b2, .... pueden ser determinados como sigue.
Integrando ambos miembros de la ecuacio´n (A.98) entre −p y p resulta∫ p
−p
f(x)dx =
a0
2
∫ p
−p
dx+
∞∑
n=1
(
an
∫ p
−p
cos
npi
p
xdx+ bn
∫ p
−p
sin
npi
p
xdx
)
(A.99)
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Puesto que cada una de las funciones cos(npix/p), sin(npix/p), n > 1, es ortogonal a 1 en
el intervalo, la parte derecha de (A.99) se reduce a un solo te´rmino, y en consecuencia.∫ p
−p
f(x)dx =
a0
2
∫ p
−p
dx =
a0
2
x
∣∣∣p
−p
= pa0. (A.100)
Despejando a0 resulta
a0 =
1
p
∫ p
−p
f(x)dx. (A.101)
Ahora bien, multiplicando (A.98) por cos(mpi/p) e integrando resulta∫ p
−p
f(x) cos
mpi
p
xdx =
a0
2
∫ p
−p
cos
mpi
p
xdx (A.102)
+
∞∑
n=1
(
an
∫ p
−p
cos
npi
p
x cos
mpi
p
xdx
)
+
∞∑
n=1
(
bn
∫ p
−p
sin
npi
p
x cos
mpi
p
xdx
)
ahora bien,
∫ p
−p
cos
mpi
p
xdx = 0, m > 0,∫ p
−p
cos
npi
p
x cos
mpi
p
xdx
{
= 0, m 6= n
= p, m = n
y
∫ p
−p
sin
npi
p
x cos
mpi
p
xdx = 0,
de modo que (A.102) se reduce a: ∫ p
−p
f(x) cos
mpi
p
xdx = anp
Por lo tanto an =
1
p
∫ p
−p
f(x) cos
mpi
p
xdx (A.103)
Finalmente, si multiplicamos (A.98) por sin(mpix/p), integramos, y hacemos uso de los
resultados ∫ p
−p
sen
mpi
p
xdx = 0, m > 0,∫ p
−p
sin
npi
p
x sin
mpi
p
xdx
{
= 0, m 6= n
= p, m = n∫ p
−p
sin
mpi
p
x cos
npi
p
xdx = 0,
obtenemos que bn =
1
p
∫ p
−p
f(x) sin
npi
p
xdx (A.104)
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A la serie trigonome´trica (A.98) con coeficientes a0, an, y bn definidos en (A.101), (A.103)
y (A.104), respectivamente, se le llama Serie de Fourier 4 de la funcio´n f .
A veces, a los coeficientes se les llama coeficientes de Euler.
Tal como en la presentacio´n de la serie de Fourier generalizada en la seccio´n precedente,
la suposicio´n ba´sica de que f podia ser representada mediante una serie tal como (A.98) y la
posterior determinacio´n de los coeficientes correspondientes a e´sta suposicio´n fueron, ambas,
estrictamente formales. Supusimos que f era integrable en el intervalo y que tanto (A.98)
como las series obtenidas multiplicando (A.98) por cos(mpix/p) y sin(mpix/p) converg´ıan de
manera tal que se podia integrar te´rmino a te´rmino. Mientras no se demuestre que, para una
funcio´n dada, f la serie (A.98) converge.
Teorema A.12 De FOURIER. [18]Dada una funcio´n real f(t), que es perio´dica con peri-
odo T , existen nu´meros reales a0, a1, b1, a2, b2, a3, b3, ....tales que:
f(t) = a0 +
∞∑
n=1
(an cos(nw0t) + bn sin(nw0t)) (A.105)
Donde w0 = 2piT radianes por segundo se denomina frecuencia fundamental o primera
armo´nica de f(t). La funcio´n nw0 se denomina n-e´sima armo´nica. La fo´rmula anterior se
conoce como serie trigonome´trica de Fourier de f(t). Las constantes a0, a1, b1, a2, b2, a3, b3, ....
se denominan Coeficientes de Fourier de f(t).
a0 =
1
T
∫ T
0
f(t)dt (A.106)
an =
2
T
∫ T
0
f(t) cos(nw0t)dt para los n = 1, 2, 3, .... (A.107)
bn =
1
T
∫ T
0
f(t) sin(nw0t)dt para los n = 1, 2, 3, .... (A.108)
El coeficiente de Fourier a0 se denomina valor medio de f(t).
Se puede escribir an cos(nw0t) + bn sin(nw0t) como An cos(nwot− φn), otra alternativa ser´ıa:
f(t) = a0 +
∞∑
n=1
An cos(nw0t− φn) (A.109)
donde:
An =
√
a2n + b2n (A.110)
φn = tan−1
bn
an
(A.111)
An es la amplitud de la n-e´sima armo´nica. La gra´fica de An contra la frecuencia, se
denominara´ espectro de amplitud. φn es la fase de la n-e´sima armo´nica. La gra´fica de
φn contra la frecuencia,se denominara´ espectro de fase. Estos dos espectros constituyen
4Debe su nombre al matema´tico france´s JOSEPH FOURIER(1758 - 1830), quien uso´ dicha serie en sus
investigaciones sobre la teor´ıa del calor
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el espectro de frecuencia de f(t). A partir de la fo´rmula de Euler ejθ = cosθ + jsinθ y
reemplazando cn = (an − jbn)/2 y c0 = a0, se tiene la serie de Fourier compleja:
f(t) =
∞∑
n=−∞
cne
jnw0t (A.112)
donde los coeficientes esta´n dados por:
cn =
1
T
∫ T
0
f(t)e−jnw0tdt. (A.113)
La integral de las series trigonome´trica o la exponencial de Fourier se desarrollan sobre un
periodo, puede ser sobre 0 → T o en otra forma t0 → t0 + T , en ocasiones se nota como
−T/2→ T/2, siempre sobre un periodo.
Definicio´n A.19 [14] Una sen˜al perio´dica tiene energ´ıa infinita y potencia media finita dada
por:
Pf =
1
Tp
∫
Tp
|f(t)|2dt; donde Tp es periodo. (A.114)
Si tomamos el complejo conjugado de f(t) (A.112) y lo sustituimos por f∗(t) en (A.114 ),
obtenemos
Pf =
1
Tp
∫
Tp
(f(t)f∗(t))dt
=
1
Tp
∫
Tp
f(t)
∞∑
n=−∞
c∗ne
−jnw0tdt
=
∞∑
n=−∞
c∗n
[
1
Tp
∫
Tp
f(t)e−jnw0tdt
]
=
∞∑
n=−∞
|cn|2 (A.115)
Por tanto hemos establecido la relacio´n
Pf =
1
Tp
∫
Tp
|f(t)|2dt =
∞∑
n=−∞
|cn|2 (A.116)
que se denomina relacio´n de Parseval para sen˜ales de potencia.
A.2.3. Transformada de Fourier
Si tomamos un solo periodo Tp de la sen˜al perio´dica f(t) dada por (A.112) y hacemos
tender el periodo a infinito en f(t), esto es:
l´ım
Tp→∞
fp(t) = l´ım
w0→0
∞∑
n=−∞
cne
jnw0t (A.117)
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la suma se hace sobre elementos de nw0 con n ma´s densos al tender w0 → 0 y n → ∞, esto
es sobre elementos dw se puede ver5 que la serie de Fourier se convierte en[14]:
f(t) =
1
2pi
∫ ∞
−∞
F (ω)ejωtdω (A.118)
F (ω) =
∫ ∞
−∞
f(t)e−jωtdt (A.119)
El conjunto de condiciones que garantiza la existencia de la transformada de Fourier son las
condiciones de Dirichlet, que se pueden expresar como:
1. f(t) tiene un nu´mero finito de discontinuidades.
2. f(t) tiene un nu´mero finito de ma´ximos y mı´nimos.
3. f(t) es absolutamente integrable, es decir
∫∞
−∞ |x(t)|dt <∞
igualmente se puede demostrar la relacio´n de Parseval para sen˜ales perio´dicas de energ´ıa finita
por:
Ex =
∫ ∞
−∞
|f(t)|2dt =
∫ ∞
−∞
|F (f)|2df = 1
2pi
∫ ∞
−∞
|F (ω)|2dω (A.120)
Transformada de Fourier para funciones discretas y perio´dicas Dada una funcio´n
f(n) discreta y perio´dica, de periodo N , podemos representar la funcio´n en la forma [14]:
f(n) =
N−1∑
k=0
cke
j2pikn/N =
N−1∑
k=0
cke
jωkn (A.121)
Donde los coeficientes ck esta´n representados por:
ck =
1
N
N−1∑
n=0
f(n)e−j2pikn/N =
1
N
N−1∑
n=0
f(n)e−jωkn (A.122)
La ecuacio´n (A.124) se denomina normalmente Serie de Fourier en tiempo discreto
(DTFS)6.Los coeficientes de Fourier {ck}, k = 0, 1, 2, 3, ...., N−1 proporcionan la descripcio´n
de f(n) en el dominio de la frecuencia, en el sentido de que representan la amplitud y la fase
asociada a la componente de frecuencia.
sk(n) = ej2pikn/N = ejωkn (A.123)
Donde ωk = 2pik/N . El espectro de la sen˜al f(n), que es perio´dica de periodo N , es una
secuencia perio´dica de periodo N .
5ver demostracio´n en [14] Pa´gina 45
6Discrete time Fourier serie
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Transformada de Fourier para funciones discretas Si la funcio´n f(n), es discreta pero
no perio´dica, podemos representar la funcio´n f(n) en la forma [14]:
f(n) =
1
2pi
∫
2pi
F (ω)ejωn (A.124)
Donde la funcio´n F (ω) esta´ dada por:
F (ω) =
∞∑
n=−∞
f(n)e−jωn (A.125)
F´ısicamente, F (ω) representa el contenido en frecuencia de f(n).
A.2.4. Transformada de Fourier discreta
Es necesario tener una expresio´n de la transformada de Fourier, de una sen˜al discreta de
L muestras, en una funcio´n discreta, para ellos se asume que la sen˜al en tiempo discreto f(n)
es perio´dica en un tiempo de muestras N suficiente, en el cual, el nu´mero de muestras supera
las muestras de la funcio´n f(n) esto es N > L. Se asume, por otro lado, que el espectro
representado en F (ω) requerira´ tantas muestras como f(n).
La siguiente relacio´n es la transformada de la secuencia f(n) de longitud L ≤ N , en una
secuencia de muestras en frecuencia F (k) de longitud N . Dado que las muestras en frecuencia
se obtienen evaluando la transformada de Fourier F (ω) en un conjunto de N frecuencias
discretas (igualmente espaciadas entre s´ı), la relacio´n se denomina Transformada Discreta
de Fourier DFT 7
F (k) =
N−1∑
n=0
x(n)e−j2pikn/N para;k = 0, 1, 2, ...., N − 1 (A.126)
y la transformada discreta de Fourier inversa IDFT se define como:
f(n) =
1
N
N−1∑
n=0
X(k)ej2pikn/N para;n = 0, 1, 2, ...., N − 1 (A.127)
Al representar ωk = 2pik/N tenemos
DFT F (ωk) =
N−1∑
n=0
x(n)e−jωkn para;k = 0, 1, 2, ...., N − 1 (A.128)
IDFT f(n) =
1
N
N−1∑
n=0
X(k)ejωkn para;n = 0, 1, 2, ...., N − 1 (A.129)
7Discrete time Fourier
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A.3. WAVELETS.
A.3.1. Introduccio´n a las Ondoletas o Wavelets.
El ana´lisis cla´sico de Fourier se visualiza como el problema de reconstruir una funcio´n f a
partir de dilataciones de una funcio´n senoidal fija x→ e2piix, al escribir f(x) = ∫R e2piiξxf̂(ξ)dξ.
La transformada de Fourier f̂(ξ) se considera como la cantidad de la oscilacio´n senoidal e2piiξx
presente en la funcio´n f . La representacio´n de Fourier es un instrumento en el ana´lisis de los
operadores invariantes respecto a las traslaciones, como los operadores de convolucio´n y los
operadores diferenciales lineales con coeficientes constantes, en donde se escribe.∫
R
f(x− y)K(y)dy =
∫
R
K̂(ξ)e2piiξxf̂(ξ)dξ (A.130)
p
(
d
dx
)
f(x) =
∫
R
K̂(ξ)e2piiξxf̂(ξ)dξ (A.131)
Sin embargo,el ana´lisis cla´sico de Fourier tiene el defecto de la no localidad: el comportamien-
to de una funcio´n en un conjunto abierto, no importa cua´n pequen˜o, influye en el compor-
tamiento global de la transformada de Fourier. Tambie´n se ha hecho notar, en relacio´n con
el principio de incertidumbre, la imposibilidad de localizacio´n simultanea.
La teor´ıa de las ondoletas se refiere a la representacio´n de una funcio´n en te´rminos de una
familia biparame´trica de dilataciones y traslaciones de una funcio´n fija que, en general, no es
senoidal; por ejemplo:
f(x) =
∫
R2
|a|−12 ψ
(
x− b
a
)
Wψf(a, b)dadb (A.132)
en donde Wψf es una transformada de f adecuadamente definida. De modo alternativo, se
imagina un desarrollo en serie
f(x) =
∑
j,k
Cj,k2
j
2ψ(2jx− k) (A.133)
en donde se suma sobre las dilataciones en progresio´n geome´trica. Se insertan los factores de
|a|−12 y 2 j2 para conservar la norma de L2 de la ondoleta ba´sica ψ.
Se describira´n las propiedades de las ondoletas en una dimensio´n, haciendo uso extensivo de
las herramientas del ana´lisis de Fourier.
A.3.2. Tratamiento heur´ıstico de la transformada de ondoletas
.
Definicio´n A.20 La transformada de ondoletas de f con respecto a ψ se define por la
integral
Wψf(a, b) =
∫
R
f(y)ψ¯
(
y − b
a
)
dy√|a| (A.134)
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Resulta directo calcular e´sta transformada y la transformada inversa sobre las exponenciales
de Fourier f(x) = e2piiψx; a partir de la definicio´n de la transformada de Fourier, se tiene
Wψf(a, b) =
∫
R
e2piiξyψ¯
(
y − b
a
)
dy√|a| (A.135)
=
√
|a|
∫
R
e2piiξ(b+az)ψ¯dz (A.136)
=
√
|a|e2piiξb ¯ˆψ(aξ) (A.137)
Ahora se forma el operador adjunto
W ∗ψWψf(x) =
∫
R
(Wψf)(a, b)ψ
(
x− b
a
)
db√|a| (A.138)
=
√
|a| ¯ˆψ(aξ)
∫
R
e2piiξbψ
(
x− b
a
)
db√|a| (A.139)
=
√
|a| ¯ˆψ(aξ)
√
|a|
∫
R
e2piiξ(x−az)ψ(z)dz (A.140)
= |a||ψˆ(aξ)|2e2piiξx (A.141)∫
R
W ∗ψWψf(x)
da
a2
= e2piiξx
∫
R
|ψˆ(aξ)|2
|a| da (A.142)
Definicio´n A.21 La integral final es independiente de ξ, lo cual se ve al hacer la sustitucio´n
de v = aξ, de lo cual se obtiene la fo´rmula de la transformada inversa
f(x) = e2piiξx =
∫
RW
∗
ψWψf(x)/a
2da∫
R |ψˆ(ν)|2/|ν|dν
(A.143)
Esto conduce a imponer la normalizacio´n
∫
R |ψˆ(ν)|2/|ν|dν = 1, con el fin de obtener la repre-
sentacio´n en ondoletas
f =
∫
R
W ∗ψWψf
da
a2
(A.144)
Va´lida cuando f(x) = e2piiξx. Ahora falta investigar este procedimiento de la transformada
inversa para f ∈ L2(R) arbitraria.
A.3.3. Transformada por ondoletas
Sea ψ ∈ L2(R). La funcio´n dilatada y trasladada se define por:
ψa,b(x) = |a|
−1
2 ψ
(
x− b
a
)
, 0 6= a ∈ R, b ∈ R (A.145)
E´sta funcio´n se obtiene a partir de ψ, primero por dilatacio´n en el factor a y, a continuacio´n,
por traslacio´n en el factor b. Es evidente que ‖ψa,b‖2 = ‖ψ‖2.
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Definicio´n A.22 . ψ ∈ L2(R) es una ondoleta continua si
〈ψ,ψ〉ω :=
∫
R
|ψ̂(ξ)|2 dξ|ξ| <∞ (A.146)
La transformada de ondoletas de f ∈ L2(R) mediante ψ se define por
Wψf(a, b) =
∫
R
ψa,b(x)f(x)dx (A.147)
Por la desigualdad de Cauchy, se ve que Wψf es una funcio´n acotada con |Wψf(a, b)| ≤
‖ψ‖2‖f‖2. El significado intuitivo de Wψf(a, b) es la cantidad de la forma de onda ψa,b que
esta´ presente en la funcio´n f .
Observacio´n. Si adema´s ψ ∈ L1(R), entonces la condicio´n de integrabilidad (A.146) implica
que
∫
R ψ(x)dx = 0. De hecho, ψ es continua en ξ = 0, con ψ̂(0) =
∫
R ψ. Si e´sta u´ltima es
diferente de cero, entonces la integral (A.146) es divergente. Lo que sigue es una forma del
teorema de Parseval para la transformada de ondoletas.
Teorema A.13 Suponga que ψ es una ondoleta continua con 〈ψ,ψ〉ω = 1 entonces, para
cualquier f, g ∈ L2(R), se tiene∫
R
f(x)g(x)dx =
∫
R
∫
R
Wψf(a, b)Wψg(a, b)
dadb
a2
. (A.148)
Teorema A.14 suponga que ψ es una ondoleta continua con 〈ψ,ψ〉ω = 1. entonces, para
cualquier f ∈ L2(R), se tiene la fo´rmula de la transformada inversa en L2
f(x) =
∫
R2
Wψf(a, b)ψa,b(x)
dadb
a2
.
= l´ım
→0,A,B→∞
∫
<|a|<A,|b|<B
Wψf(a, b)ψa,b(x)
dadb
a2
(A.149)
Ejemplo A.17 La funcio´n esta´ndar de Haar Se define por:
Definicio´n A.23
ψ(x) =

1 para; 0 ≤ x < 1/2
−1 para; 1/2 ≤ x < 10
0 para el resto
(A.150)
La transformada de Fourier se calcula como
ψ̂(ξ) =
∫ 1/2
0
e−2piiξxdx−
∫ 1
1/2
e−2piiξxdx (A.151)
=
e−piiξ − 1
−2piiξ −
e−2piiξ − e−piiξ
−2piiξ (A.152)
=
1− 2e−piiξ + e−2piiξ
2piiξ
(A.153)
=
(1− e−piiξ)2
2piiξ
(A.154)
Es evidente que se satisface la condicio´n (A.146) de integrabilidad, de manera que ψ es una
ondoleta continua.
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Definicio´n A.24 Una ondoleta Gaussiana se define por:
ψ(x) = Cxe−pix
2
(A.155)
La transformada de Fourier se calcula
ψ̂(ξ) = −iCξe−pix2 (A.156)
Es obvio que se satisface la condicio´n (A.146) de integrabilidad. La normalizacio´n se calcula
a partir de la integral(A.144)
N
ψ̂
=
∫
R
|ψ̂(ξ)|2 dξ|ξ|
= 2C2
∫ ∞
0
ξe−2piξ
2
dξ
=
C2
2pi
por tanto, C =
√
2pi para que N
ψ̂
= 1 (A.157)
Definicio´n A.25 La ondoleta del Sombrero Mexicano se define a partir de su transfor-
mada de Fourier por
ψ̂(ξ) = Cξe−piξ
2
(A.158)
La ondoleta continua ψ se calcula directamente como la derivada del ejemplo anterior. por
tanto:
ψ(x) = C(
1
2pi
− x2)e−piξ2 (A.159)
La normalizacio´n se obtiene al observar que:
N
ψ̂
=
∫
R
|ψ̂(ξ)|2 dξ|ξ|
= 2C2
∫ ∞
0
ξ3e−2piξ
2
dξ
=
C2
4pi
por tanto, C = 2pi para que N
ψ̂
= 1 (A.160)
A.3.4. La Transformada Wavelets Discreta [15]
Calcular los coeficientes de la Wavelets para todas las posibles escalas y posiciones, es un
gran trabajo comprende una gran cantidad de ca´lculos de datos. Estos ca´lculos se pueden re-
ducir escogiendo apropiadamente las escalas y el desplazamiento. Esto es, se escogen posiciones
y desplazamientos basados en escalas de potencias de dos, estas se denominan Dia´dicas. Un
camino eficiente para implementar este esquema usando filtros fue desarrollado en 1988 por
Mallat 8. El algoritmo de Mallat es conocido como codificador sub-banda de dos canales
Este algoritmo conduce a la Fast Wavelets transform Este algoritmo divide la sen˜al, mediante
filtros, en dos partes, una de aproximacio´n con componentes de escala altas y otra de detalle
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Figura A.1: Filtrado de la sen˜al
con componente de baja escala como se muestra en la figura. Se puede ver en la figura A.1 que
la sen˜al S pasa a trave´s de dos filtros complementarios, pasa bajo y pasa alto, la salida del
filtro pasa alto es la componente D de detalle y la salida del filtro pasa bajo es la componente
A de aproximacio´n. La suma de las salidas A y D es igual a la sen˜al S original ya que los
filtros son complementarios.
Cada sen˜al A y D tiene el mismo numero de muestras que la sen˜al S. En este momento
el costo computacional es muy alto, para suplir esto cada una de las sen˜ales es diezmada por
un factor de 2. La sen˜al de aproximacio´n cA se seguira´ descomponiendo en dos sen˜ales cA1
y cA2, debido a que e´sta posee un ancho de banda de la mitad de la sen˜al original S, la
frecuencia de Nyquist sera´ de la mitad, esto es, se puede disminuir la tasa de muestreo a la
mitad diezmando la sen˜al. En la figura A.2 se muestra un ejemplo. El proceso de diezmar y
Figura A.2: Filtrado y diezmado de la sen˜al
filtrar la sen˜al S como se muestra en la figura A.2, da como resultado la DWT. La sen˜al de
entrada tiene 1000 muestras y cada una de las sen˜ales de salida tendra´ 500 muestras.
8Vea: Mallat, S. (1989), ”A theory for multiresolution signal decomposition: the Wavelets representation,
”IEEE Pattern Anal. and Machine Intell., vol. 11,n◦. 7, pp. 674− 693
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En la figura A.3 se muestra una sen˜al senoidal, con ruido aleatorio. La salida de la compo-
nente de detalle cD contiene las altas frecuencia, se puede observar en estas altas frecuencias
que la amplitud es baja, mientras que la componente de cA de aproximacio´n contiene las bajas
frecuencias. Dado que la sen˜al es de baja frecuencia y el ruido esta´ en frecuencias mayores se
logra separar el ruido de la sen˜al usando la Wavelets db2.
Figura A.3: Descomposicio´n de una Sen˜al con ruido
Descomposicio´n por Multi-Nivel [15] El proceso de descomposicio´n puede ser interac-
tivo, con sucesivas aproximaciones se logra una descomposicio´n, de e´sta forma una sen˜al es
descompuesta en varias componentes de ma´s baja resolucio´n. este proceso es llamado a´rbol
de descomposicio´n Wavelet.
En la figura A.4 se muestra como la componente de aproximacio´n cA1 se descompone en
dos sen˜ales, una de detalle cD2 y otra de aproximacio´n cA2.
La figura A.5 es un ejemplo de una sen˜al S, descompuesta en tres niveles. La descomposi-
cio´n es un proceso finito ya que en cada nivel se filtra y se diezma la sen˜al, esto conduce a una
disminucio´n en el numero de muestras. A medida que el proceso avanza en su descomposicio´n
se trabaja con las frecuencias ma´s bajas, siempre la mitad de la frecuencia anterior y con la
mitad de las muestras, esto conduce a usar los mismos filtros y el mismo sub muestreador en
cada nivel de descomposicio´n.
La Wavelets discreta puede tener la misma cantidad de datos en cada nivel de la descom-
posicio´n. El disminuir las muestras a la mitad, en la sen˜al S, es equivalente a duplicar el
tiempo de muestreo por un factor de 2. s´ı el tiempo de muestreo se duplica y la cantidad de
datos de la Wavelets es la misma se estara´ duplicando la escala de la Wavelet, e´sta misma
servira´ para el siguiente nivel de descomposicio´n. Esto es, con el mismo par de filtros se puede
hacer todas las descomposiciones de la sen˜al en los diferentes niveles.
Si a las sen˜ales cA3 y cD3 de la figura A.5 se les hace un proceso de interpolacio´n por
un factor de 2 y luego se suman, se obtendra´ la sen˜al cA2. Estas sen˜al cA2 y la sen˜al cD2 se
interpolar por 2 y luego se suman para obtener la sen˜al cA1, y as´ı sucesivamente, se puede
reconstruir la sen˜al S, en un proceso denominado reconstruccio´n.
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Figura A.4: Multiples niveles de descomposicio´n
Figura A.5: Sen˜al en el proceso de descomposicio´n
Ya definimos la funcio´n ψ como la Wavelets continua, su dilatacio´n dada por a y la
traslacio´n por b de la forma:
ψa,b(x) = |a|
−1
2 ψ
(
x− b
a
)
, 0 6= a ∈ R, b ∈ R (A.161)
La Wavelets discreta Dψ estara´ dilatada en un factor a = 1, 2, 4, 8..... o´ an = (2)n para
n = 0, 1, 2, 3, 4, ...., donde a0 es la dilatacio´n del nivel 0 de descomposicio´n, o descomposicio´n
de la sen˜al original S. El factor n es el nivel de descomposicio´n. Llamaremos a la primera
descomposicio´n nivel 0, su resultado es cA1 y cD1 y n = 0, la segunda descomposicio´n es la de
la sen˜al cA1, corresponde a al nivel 1, n = 1, cuyo resultado es cA2 y cD2 y as´ı sucesivamente
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.a⇒ an = 1, 2, 4, 8, ...
an = 20, 21, 22, 23, ...
an = 2n (A.162)
Si la traslacio´n para el nivel 0 es b0 = 0, 1, 2, 3, 4, ..... Para el nivel 1 es de b1 = 0, 2, 4, 6, 8, ....
dado que la sen˜al S esta´ diezmada en un factor de 2. Para el nivel 2 de b2 = 0, 4, 8, 12, 16, ....
y para el nivel n es de bn = 0, 2n ∗ 0, 2n ∗ 1, 2n ∗ 2, 2n ∗ 3, 2n ∗ 4, ... = 2nd
con d = 0, 1, 2, 3, 4, ..... d es el desplazamiento en la Wavelets discreta. Reemplazando a por
an = 2n y b por bn = 2nd, tenemos la transformacio´n Wavelets discreta Dψn,d(k):
Dψn,d(k) = (2n)
−1
2 ψ
(
k−2nd
2n
)
,
Dψn,d(k) = (2)
−n
2 ψ (k2n − d) n = 0, 1, 2, .. ≡ nivel (A.163)
d = 0, 1, 2, .. ≡ desplazamiento
El anterior algoritmo permite disminuir notablemente los ca´lculos y con ello el nivel de com-
putacio´n requerido al procesar una sen˜al discreta S.
Ana´lisis espectral de algunas Wavelet A continuacio´n se hara´ un ana´lisis de algunas
Wavelets continuas las cuales se han discretizado mediante muestreo. Se vera´ con estos ejemp-
los el comportamiento de los armo´nicos a medida que se da un cambio de escala en la Wavelet.
Se encontro´ su transformada mediante el algoritmo de la FFT La gra´fica en amarillo repre-
senta una Wavelet, en la cual se toman 200 puntos para discretizarla, con una escala relativa
de 1, la siguiente Wavelets de color verde tiene una escala de 2, la azul tiene una escala de 4,
la roja tiene una escala de 8. todas esta´n en el centro de la gra´fica, la posicio´n solo alterara´ la
fase. En la gra´fica A.6 se muestra la Wavelets Morlet, en la gra´fica A.7 se ve la Wavelets
Gaussiana de primer orden y en la figura A.8 la Wavelets Mexican Hat.
A medida que la Wavelets es escalada en el tiempo por un factor de 2, en frecuencia se
desplaza a la mitad. esto se da tanto en la parte real como en la imaginar´ıa.
Las Wavelets esta´n normalizadas, a medida que el espectro se desplaza a las frecuencias
altas, se hace ma´s ancho y tambie´n disminuye en amplitud los armo´nicos, esto es: la norma de
la sen˜al es uno y el de los armo´nicos tambie´n. por lo anterior se puede notar que en Wavelets
de escalas pequen˜as, el espectro es ancho y se pierde precisio´n en la ubicacio´n de armo´nicos,
mientras se gana en la ubicacio´n temporal. Cuando el muestreo se acerca a la frecuencia de
Nyquist el espectro se solapa y se presentan componentes en bajas frecuencias, para evitar
esto es necesario que la frecuencia aparente de la Wavelets este´ muy por debajo de 1/2 de la
frecuencia de muestreo.
Los armo´nicos de la transformada de Fourier, usados para convolucionar la sen˜al, no solo
son estacionarios, sino que todos conservan la misma amplitud. En las Wavelets la amplitud
varia para garantizar que la norma de la Wavelets es uno. Esto hace que los armo´nicos de bajas
frecuencias se resalten ma´s en ana´lisis de Fourier, mientras en las Wavelets de mayor escala
(menor frecuencia aparente), la amplitud es menor. Por otro lado los armo´nicos en la FFT
esta´n separados uniformemente, cada w0 donde w0 = 2 ∗ pi/T , con T periodo fundamental.
El periodo de cada armo´nico no es uniforme, es inversamente proporcional al nu´mero del
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Figura A.6: Wavelet Morlet y su espectro
armo´nico, esta´ dado en mu´ltiplos enteros del periodo de sen˜al que se esta´ descomponiendo,
esto es el periodo del primer armo´nico w0 es de igual longitud que la sen˜al que se transforma,
el segundo armo´nico tiene un periodo de la mitad del primero esto es:
T = T0, T0 ∗ 1/2, T0 ∗ 1/3, T0 ∗ 1/4.....
En las Wavelets la escala crece de forma directamente proporcional, esto es
∗ a = a0, a0 ∗ k, a0 ∗ k2, a0 ∗ k3...
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Figura A.7: Wavelet Gaussiana y su espectro
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Figura A.8: Wavelet Mexican Hat y su espectro
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Ape´ndice B
GRA´FICAS POR NIVEL.
A continuacio´n se ven algunas gra´ficas para diferentes registros, usando ventanas de 0,1
segundo, algunas evolucionaran ma´s ra´pido ya que la energ´ıa del registro en los 0,1 segundos
que se toman para encontrar la FFT, es menor, esto nos marcara´ patrones similares pero con
menor amplitud.
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Nivel 1 Nivel 2
Nivel 3 Nivel 4
Nivel 5 Nivel 6
Figura B.1: Frecuencia vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. registro Rut-4
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Nivel 1 Nivel 2
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Figura B.2: Frecuencia vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. registro Rut-5
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Nivel 1 Nivel 2
Nivel 3 Nivel 4
Nivel 5 Nivel 6
Figura B.3: Frecuencia vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. registro Rut-7
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Figura B.4: Frecuencia vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. registro Rut-8
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Figura B.5: Frecuencia vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. registro Rut-9
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Figura B.6: Frecuencia vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. registro Rut-10
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Nivel 5 Nivel 6
Figura B.7: Frecuencia vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. registro Rut-11
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Figura B.8: Frecuencia vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. registro Rut-12
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Figura B.9: Frecuencia vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. registro Rut-13
124
Nivel 1 Nivel 2
Nivel 3 Nivel 4
Nivel 5 Nivel 6
Figura B.10: Frecuencia vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. registro Rut-14
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Figura B.11: Frecuencia vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. registro Rut-15
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Figura B.12: Frecuencia vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. registro Rut-16
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Figura B.13: Frecuencia vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. registro Rut-17
128
Nivel 1 Nivel 2
Nivel 3 Nivel 4
Nivel 5 Nivel 6
Figura B.14: Frecuencia vs. Tiempo, Ventana 0,1 s. registro Rut-18
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Ape´ndice C
GRA´FICAS POR NIVEL, COLOR.
A continuacio´n se muestran algunas gra´ficas donde la intensidad de color marca el nivel
de amplitud.
Figura C.1: Evolucio´n espectral, Registro Rut06, Cedro
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Figura C.2: Evolucio´n espectral, Registro Rut12, Amarillo
Figura C.3: Evolucio´n espectral, Registro Rut13
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Figura C.4: Evolucio´n espectral, Registro Rut14
Figura C.5: Evolucio´n espectral, Registro Rut17
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